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BUT ET MARCHE DE CET OUVRAGE. 



Les transcendantes elliptiques de première espèce, 
et leurs fonctions inverses, se présentent maintenant 
dans toutes les recherches analytiques ayant pour but 
d'étendre le champ des mathématiques appliquées. 
Leur étude ne peut donc tarder à s'introduire dans 
l'enseignement classique. Le Cours actuel a pour objet 
principal d'indiquer comment il conviendrait de diri- 
ger cette étude. 

La théorie dont il s'agit, inaugurée par des formules 
dues à Euler, n'avait fait que des progrès lents et pé- 
nibles pendant un demi-siècle, loi'sque Abel reconnut 
la double périodicité des fonctions inverses, et réso- 
lut généralement le problème de la multiplication 
des transcendantes. Presque immédiatement, Jacobi 
trouva la solution générale du problème de leur trans- 
formation. Ainsi s'est élevée la branche d'analyse qui 
est aujourd'hui considérée comme étant la plus fé- 
conde ou la plus riche d'avenir. 

Peu d'années après ces deux grandes découvertes, 
avant introduit la considération des surfaces iso- 
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thermes dans la théoriei analytique de la chaleur, et 
voulant traiter l'ellipsoïde à trois axes inégaux, j'ai 
rencontré le système des coordonnées elliptiques, 
formé par trois familles de surfaces isothermes du 
second ordre, homofocales et orthogonales. Or, dans 
ce système, les trois variétés des transcendantes ellip- 
tiques de première espèce expriment respectivement 
la température sur les trois familles considérées isolé- 
ment, et les fonctions inverses des transcendantes 
sont les axes mêmes de ces surfaces. De plus, les 
nouvelles coordonnées m'ont conduit à un nouveau 
genre de développement en série d'une fonction don- 
née ; et les termes de la série sont les produits de po- 
lynômes, entiers et rationnels, de tous les degrés, for- 
més par les fonctions inverses ou par les axes des 
surfaces conjuguées. 

Cette application, qui a suivi de si près les décou- 
vertes théoriques, donne la définition la plus simple 
et la plus naturelle des transcendantes elliptiques de 
première espèce et de leurs fonctions inverses. Prise 
pour point de départ, et comme cadre d'étude, elle 
éclaircit singulièrement la théorie des nouvelles trans- 
cendantes, et même celle des anciennes. Elle conduit, 
sans difficulté et sans lacune, aux problèmes résolus 
par Euler, Abel, Jacobi, et ramène à l'unité les for- 
mules multiples de chaque solution. Enfin elle régu- 
larise l'emploi des coordonnées elliptiques, source 
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daire ; car la valeur numérique de la période, et plus 
généralement celle de l'intégrale entre des limites 
données, peuvent toujours s'obtenir approximative- 
ment à l'aide d'un développement en série conver- 
gente. 

Autrement : La variable indépendante étant assi- 
gnée, dans une recherche analytique, d'après le ca- 
ractère qui vient d'être défini, s'il faut déterminer 
une fonction de cette variable dont on connaît seu- 
lement la première dérivée, il y a réellement deux cas 
à considérer : celui où cette dérivée est donnée à 
l'aide de la variable indépendante, et celui où elle est 
exprimée à l'aide de la fonction. Le premier cas se 
résout par la méthode des quadratures; le second 
exige l'emploi de la méthode d'étude des fonctions 
mverses. De là résultent deux branches distinctes du 
calcul intégral, l'une seule classiquement enseignée, 
l'autre, dont j'ai voulu rédiger le premier chapitre, et 
qui est la plus importante pour les applications. 

Partir d'une équation aux différences partielles, 
lorsqu'il s'agit d'étudier des fonctions d'une seule va- 
riable, n'est-ce pas aller a l'encontre des idées reçues 
sur l'ordre des matières qui composent le calcul infi- 
nitésimal? Cette objection pourrait être sérieuse en 
vue d'un cours d'analyse pure, mais en vue des ma- 
thématiques appliquées, la classification est toute dif- 
férente. Là les équations aux différences partielles se 
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présentent les premières, et ce n est qu'en procédant 
à leur intégration qu'on arrive aux équations diffé- 
rentielles ordinaires. Il existe d'ailleurs une anklogie 
remarquable entre la méthode d'étude des fonctions 
inverses, et celle de l'intégration des équations aux 
différences partielles ; la première rentre en quelque 
sorte dans la seconde ; et, de plus, l'une et l'autre 
procèdent par vérification. 

Si, dans la suite de l'ouvrage, d'autres objections 
peuvent naître, je pense que le texte et les réflexions 
qu'il contient suffiront pour les réfuter. (Cependant, 
à l'une d'elles la réponse manquerait, sans une addi- 
tion que j'indique ici à cause de son importance : il 
s'agit des tableaux (lo) et (i i), pages 84 et 85, qui ne 
remplissent qu'imparfaitement leur objet, et qu'il faut 
modifier d'après la règle établie au commencement 
de l'appendice à la douzième leçon.) 

La notation que j'ai employée étant exigée par la 
définition d'où je suis parti, et par les applications 
qui terminent le Cours, il était essentiel de traduire, 
dans son langage, les découvertes d'Euler, d'Abel et 
de Jacobi. Je ne crois pas que cette traduction leur 
ait nui; il me semble même qu'elle les a éclaircies et 
simplifiées, en permettant d'exprimer chacune d'elles 
par une seule formule. 

Les dénominations que j'ai introduites m'ont paru 
nécessaires, pour signaler des origines, rappeler des 
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propriétés caractéristiques, constater des analogies 
ou des différences. Il en est dont je me suis d'abord 
servi, comme résumant les propriétés reconnues par 
ime première étude, et que j'ai dû abandonner ou 
rejeter, après une étude plus complète qui démontrait 
leur insuffisance. 

Ces mutations sont inséparables de la méthode 
d'exposition que j'ai préférée, et qui consiste à suivre 
autant que possible la marche de l'invention, à sup- 
poser que l'on cherche et trouve successivement 
toutes les parties qui doivent compléter la théorie 
qu'on développe. Si, dans un temps d'arrêt, on ré- 
sume par certains mots les propriétés déjà rencon- 
trées, ces mots cessent d'être exacts après de nou- 
velles excui^ions. C'est ce qui arrive, sur une plus 
grande échelle, pour toutes les sciences progressives, 
sans excepter les mathématiques : les dénominations 
les plus vraies à une époque, sont gênantes et fausses 
à une autre; malheureusement, on ne peut pas tou- 
jours s'en débarrasser aussi facilement. 
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SI- 

DÉFINITION DES SURFACES ISOTHERMES. 

Lorsqu'un corps solide est soumis à des sources constan- 
tes de chaleur et de froid, sa température, stationnaîre en 
chaque point, peut différer d un point à un autre. Cette 
température, que nous désignerons parV, est donc, en 
général , une fonction des coordonnées rectilignes et ortho- 
gonales a:,.y, z. On démontre, en physique mathéma- 
tique, que la fonction V doit vérifier l'équation 

d^\ d'Y d'Y 

pour que le corps solide, supposé homogène, soit en 
équilibre de température. Cette fonction doit, en outre, 
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reproduire les températures fixes des différents points de la 
surface qui limite le corps. 

Pour simplifier, nous représenterons la somme des 
opérations différentielles 



d\ d\ d\' 

1 1 

dx^ dy"* dz 



;) 



que l'on fait "feubir à une fonction de [x ^ y, z), par le 
symbole A» , et nous écrircms ainsi Téquation (i) : 

A,V = o. 

Quand la fonction V ==y"(a:, f'^ z) est connue, si l'on 
pose 

(2) /(or, ^, z) = 6, 

e étant une constante, cette équation représente une sur- 
face , lieu géométrique des points du solide qui ont tous la 
môme température e , et qu'on peut appeler une surface 
isotherme. Si, dans l'équation (2) , on attribue successive- 
ment à la constante e toutes les valeurs possibles, on aura 
une famille de surfaces isothermes. La constante e qui 
particularise chacune de ces surfaces et qui change d'une 
surface individuelle à une autre, est un paramètre de cette 
famille. Si l'équation (2) a été déduite de la fonction 
connue V, c'est-à-dire si t , considéré contme fonction de 
(x , j^j js) , vérifie l'équation A, s = o^ alors e est le para^. 
mètre thermométrique de la famille de surfaces isothermes. 
Cette dénomination peut être étendue au produit de s par 
un facteur constant quelconque. 

PROBLÈME DE L ÉQUILIBRE DES TEMPÉRATURES. 
Problème. — Les deux parois d'une enveloppe solide 
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apparliennent à une même famille de surfaces isothermes 
dont on connaît le paramètre tbermomëtrique e zzzf^x^y^ z)'^ 
la paroi intérieure qui correspond à e = e,- , est entretenue 
à une température fixe prise pour unité ; la paroi extérieure, 
au paramètre e := e^, est entretenue à la température fixe 
zéro. On demande quelle fonction V exprime la température 
d'un point quelconque de l'enveloppe. 

Solution, — Puisque e=f(x^YjZ) est un paramètre 
thermometrique , on a identiquement As e = o , et , posant 
V = AeH-Boù A et B sont des constantes, il s'ensuit 
nécessairement A» V = o. L'état calorifique des parois 
s'exprimant par les deux équations 

A«/-f-B=i, Aee + B = o, 
on en tire 

A=-i-, B = ^:i^, 
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ce qui donne définitivement 



e — f. 



(3) V=--^' 

«. — «<• 

pour la fonction cherchée. 



RECHERCHE DES SURFACES ISOTHERMES. 

La solution précédente, si simple et si générale ^ d'un 
de» problèmes principaux de la théorie analytique de la 
chaleur, donne une importance réelle à la recherche des 
familles de surfaces isothermes et de leurs paramètres 
thermométrîques . 

Il existe un très-grand nombre de familles de surfaces 
pour lesquelles cette recherche n'offre aucune difficulté : 
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telles sont les suivantes : 

x^ -4-^» — 2 «' r= fl' f Hyperboloïdes de révolution à une nappe, 

yz zx xy 

— ^ -f- T7 H — 7 =^ * Surfaces gauches du second degré , 

x^ — y'^ z=za}%, . . . Cylindres hyperboliques équilatères, 
xy=.à^% Cylindres hyperboliques asymptotes, etc., 

qui donnent identiquement A, e := o , et qui sont consë- 
quemment isothermes , e étant précisément leur paramètre 
thermométrique . 

Mais le plus souvent, lorsqu^on se donne une famille de 
surfaces F (a:, y, z, X) = o, elle n'est pas nécessaire- 
ment composée de surfaces isothermes : il faut pour cela 
que le paramètre \ , considéré comme fonction des coor- 
données, vérifie une certaine équation aux différences 
partielles qu'il faut chercher \ et si cette vérification a lieu , 
c'est-à-dire si la famille est composée de surfaces isothermes, 
son paramètre thermométrique e est une certaine fonction 
du paramètre géométrique i, fonction qu'il importe de 
connaître. 

S IV. 

CONDITION DE L4S0THERMIE. 

Si l'équation F (x, j^, -z, A) = o représente une famille 
de surfaces isothermes, deux quelconques de ces surfaces 
peuvent servir de parois à une enveloppe solide \ et si ces deu^P 
parois sont en contact avec des sources constantes de chaleur, 
la température V et le paramètre géométrique X conserveront 
ensemble des valeurs constantes sur chaque surface indivi- 
duelle , et varieront ensemble d'une surface à une autre ; 
ces deux quantités seront donc dans une dépendance mu- 
tuelle. Ainsi V sera une fonction de X et ne variera qu'avec 
ce paramètre. 

D'après cela , u étant une quelconque des coordonnées 



SUR LES FOnCTlOnS IlfTEJlSSS, ITG, 

(a:, y, z,), on aura 



'dû'' ~d\du du" "" d\ du" "^ 'dV 



W\dii) ' 



et r^guation (i), qui doit être vérifiée, prendra la forme 

dV (dn £\ dn\ 
dï [dû" "^ ûp ^ "^7 

d'où Ton déduit 



(4) . , 



d'-k ^ rf>X 
dp "^ dp '^ "dz^ 



( 



=_(i). 



■S) -(9)'- (S)' (S)' 



or ici le second membre ne peut contenir d'autre variable 
que X , il doit donc en être de même du premier. Ainsi le 
paramètre géométrique X doit être tel , que le rapport 

/d^ £»x ^\ . r/^y (d\y /^^yi 

{dx^'^dy^'^ dz') • l\dx) "*" \djr) '^[dzj] 

soit une fonction de X seul*, c'est-à-dire que ce rapport 
doit conserver la même valeur sur chaque surface de la 
famille proposée. Telle est la condition essentielle pour 
que cette famille soit composée de surfaces isothermes. 

§ V. 

DÉTERMINATION DU PARAMÈTRE THERMOMÉTRIQUE. 

La condition précédente étant remplie, le rapport trouvé 

peut toujours se mettre sous la forme ^9 f étant une 

fonction de X, et 9' sa dérivée première. Par cette valeur, 



6 hvcass 

r équation (4) devient 



da — rr- 



et deux intégrations successives donnent ^ 

A et B étant deux constantes. Cette valeur définitive de V 

montre que f — = e est le paramètre tbermométrique de 

la famille des surfaces proposées, et reconnues isothermes. 
Appliquons cette théorie et cette méthode à divers 
exemples. Pour simplifier Fécriture des calculs, u étant 
toujours une des coordonnées, je désignerai par S (d'un 
terme en u) la somme de trois expressions semblables, la 
première eu x^ la seconde eny^ la troisième en z. Avec 

cette notation^ A^F et S ( —r-^ j expriment la même chose; 

la condition de Tisothermie s*énonce en posant 

- = -,etc. 

S'-' ' 
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§ VI. 

CYLINDRES PARABOLIQUES. 

Exemple /. — L'équation y' = 2 Xx-f-X', représente 
une famille de cylindres paraboliques homofocaux. Taxe 
des z élant la ligne focale. Par première différentiation, 
on a 



^ 
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d'où l*on conclut successivement 
Par seconde difierentiation , il vient 

ce qui donne définitivement 



d^oiî 



ou 







£/"> 




(* 


H- À) s 


du} 


= I, 


• 


du^ 




I 




^ IdW 


t 


2> 



La condition de Tisothermie est donc satisfaite. Posant 

- = — r » ou .; ■ = o , ou -^ égal a une constante , qu on 
peut mettre sous la forme 2 ^a, il vient 

et , inversement^ X = a e* ; de telle sorte que l'équation de 
la famille, exprimée à F aide de son paramètre thermomé- 
trique, sera 

r'= at} («t'-H 7.x). 



i 
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§ VII. 

SPHÈRES CONCENTRIQUES. 

Exemple IL — L'équation d'une famille de spbères 
concentriques est 

on en déduit le tableau suivant : 



du' 



s i'^' 

du^ I 2 



^ du 



r > 



di. 



et les sphères sont isotheianes. Posant ~ = -, ou — rr- = o , 
ou ^ égal à une constante, qu on peut mettre sous la forme 
j il s'ensuit 



a 



V rdl Cl d\\ a 

et, inversement, X= — Ainsi le paramètre thermométrique 

est eu raison inverse du rayon , et l'équation de cette fa- 
mille est 

a} 



% 
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S VIII. 

CYLINDRES A BASE CIRCULAIRE. 

Exemple III. — L'équation x*H-y* = X* représente 
une famille de cylindres concentriques à base circulaire. 
On en déduit, en suivant la même marche que dans 

l'exemple précédent, et observant que — > --r-^ sont ici 

nuls, 

^d\ dl d\ 

dx ' dx dz^ 

,dn /d\Y dn /d\Y dn 






du' 



\du) 



et les cylindres sont isothermes. Posant - =^ -, ou ç = X, 
il vient 



=/t ** '="'*• 



Les cylindres circulaires isothermes ont donc pour équa- 
tion 

S IX. 

PARABOLOIDES DE RÉVOLUTION. 

Exemple IF. — L'équation y*-|-z*=: 2iar-f-X* re- 
présente une famille de paraboloïdes de révolution homo- 



f 
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focaux. On déduit de cette équation (en suivant la même 
marche que dans l'exemple I , et observant que — » -^-^» 
ne sont plus nuls) , d^abord, par première difierentiation , 

t*-hA)— -|-> = 0, 

d'où Ton conclut successivement 






puis , par seconde difierentiation , 

^d^\ /diy 



d\ 

-h2^-=0, 



,,d'i /d\y 



ce qui donne définitivement 



du* I 



et les paraboloïdes sont isothermes. Posant aïoi-s - = - » 
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OU ç = X, il vient, comme dans l'exemple précédent, 

e = I -j y et ). = ae' 5 en sorte que la famille des parabo- 

loïdes de révolution, homofocaux et isothermes, a pour 
équation 

Scoli'e. — Dans le groupe des spbères concentriques , et 
des cylindres à base circulaire, le rayon des spbères s'ex- 
prime algébriquement en e , celui des cylindres par une 
fonction transcendante. Au contraire, dans le groupe 
des paraboloïdes de révolution et des cylindres paraboli- 
ques, le paramètre géométrique des cylindres est algé- 
brique en e , tandis que celui des paraboloïdes s'exprime par 
une fonction transcendante , qui est d'ailleurs la même 
que celle du premier groupe. Cette remarque n'est-€lle 
que curieuse? Ne servirait- elle pas à caractériser l'analo- 
gie et la différence qui existent entre les deux courbes 
les plus simples , et en même temps les plus naturelles , le 
cercle et la parabole? 

§X. 
CYLINDRES ELLIPTIQUES ET HYPERBOLIQUES. 

Exemple V. — L'équation — -^^ 7-^ — -, == i représente 

A A ■ C 

une famille de cylindres bomofocaux du second degré, 
elliptiques si X surpasse la constante c , hyperboliques si \ 
est moindre que c. Désignant, pour simplifier, 

)7 -^ (v377 P^"^ ^^ 
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on a, par première <liirérentiation, 

dx >» dx V — c* dz 

d'où l'on conclut successivement 

il vient , par seconde diflérentiation , 

ce qui donne , après sommation et réduction , 



^m "-' 



et les surfaces sont isothermes. Posant - = , 9 il est 

nécessaire de séparer les deux cas de X ]> c, et de X <^ c. 
Si X surpasse c, on aura 

Je VV-c' 

<?*+<•""* y <?' — <?-"• 



9 

2 



et Téquation des cylindres elliptiques, homofocaux et 
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isothermes, est 

H -. r- = c^' 



Si X est inférieur à c , on pourra prendre 

Jx ^c'-v' 

"k = ccossy ^c^ — a' ^ C sin e ; 

et Téquation des cylindres hyperboliques , tomofocaux et 
isothermes, sera 



.r» 






cos'e sin'e 

Dans le premier cas, celui des cylindres elliptiques, il 
convient dMntroduire une notation commode qui consiste à 
représenter 



e^ — e ' _ . » e' — e ' 



par E(e), pàrC(e), 



2 * * 2 

E (e) est ce qu'on appelle le cosinus hyperbolique dee; 
C (e) est le sinus hyperbolique de la même variable; ces 
deux fonctions sont liées l'une à Tautre par Féquation 

Avec cette notation, on écrit ainsi 

l'équation des cylindres elliptiques isothermes. 

s XI. 

MULTIPLICITÉ DES PARAMÈTRES GÉOMÉTRIQUES. 

• 

n importe de remarquer que, pour chacune des deux 
familles de surfaces appartenant à l'exemple actuel , il y a 
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réellemenl deux paramètres géométriques entre lesquels il 
existe une relation, car les deux axes de la base, dans 
chaque cylindre, sont également importants, et il n'y a 
aucune raison de préférer l'un d'eux. D'ailleurs le para- 
mètre thermo métrique e s'exprime indifféremment ' par 
l'un ou par l'autre. En effet, au premier cas, posant 

^X' — c* = i', on aura 

, . , dl d\' 

V — V»=c% \d\=:Vd\' ou = , » 

ce qttî donne simultanément 

> = cE(«), V = cC(0- 
Au second cas , posant yc' — X' = V, on aura 

A»-f-V»=:cV >£/>H-V</V=o, on — = 

ce qui donne a la fois 

Jr^ dy _ n'y dv 

X = ccose, X' = csine. 

Cette multiplicité des paramètres géométriques se présen- 
tera constamment dans les nouveaux exemples que nous 
traiterons. 

§ XII. 
DÉFINITION DES FONCTIONS INVERSES. 

Dans toute recTicrche du paramètre thermoraétrrque , il 
importe, comme nous l'avons fait aux exemples précédents, 
de disposer la constante amenée par l'intégration de q , de 



V 
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— := e soit un nombre , un simple rap- 
port, dont le degré géométrique soit zéro, afin que ce 
nombre puisse servir à exprimer une température. En 
outre, il convient d^égaler le paramètre géométrique, ou 
la ligne X, à une autre ligne constante (a on c), multipliée 
par une fonction de e^ F (e) , qui ne soit elle*mème qu'un 
rapport. De cette manière, Thomogénéité de Téquation, 
représentant la famille de surfaces qu'on étudie , ne sera 
pas troublée par T introduction du paramètre thermo- 
métrique. 

— , X = 6' F (e) , est , en 

réalité, le but final des rerherches actuelles. Lorsque 
Fintégrale t est transcendante, F (e) est ce qu^on appelle 
la fonction inverse de la transcenrlantc e. Cette dénomina- 
tion doit être généralisée. Si la famille de surfaces que l'on 
traite présente plusieurs paramètres géométriques conju- 
gués, X, X', X'', ..., tous nécessaires pour la complète 
définition de chaque surface, il importe d'exprimer séparé- 
ment chacun d'eux a l'aide du paramètre thermométrique ; 
on a alors 

> = cF(«), y=:c^(.), r = rf(«),..., 

etF (e) , ^(e) , f (e) , . . . , sont autant de fonctions inverses 
de la transcendante 6. 

Les relations qui existent entre ces fonctions inverses 
conjuguées , et qui facilitent singulièrement l'étude de leurs 
propriétés, permettraient de les exprimer toutes à l'aide 
d'une seule ^ mais le plus souvent cette élimination fait 
disparaître toute symétrie, et complique les calculs en 
introduisant, par exemple, de nombreux radicaux dont les 
signes sont ambigus. D'ailleurs , dans toute étude spéciale, 
quand la géométrie attribue une égale importance à 
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plusieurs lignes, si, par un choix nécessairement arbi- 
traire, on remplace leur ensemble par une seule d'entre 
elles, on perd toujours en clarté , en précision , en richesse 
de déductions, plus qu'on ne peut gagner à cette simplifi- 
cation qui n'est réellement qu'apparente. 

Terminons cette première leçon par un rapprochement 
trop important pour être omis. Dans la théorie de l'attrac- 
tion des sphéroïdes, on appelle potentiel la fonction 

Vszy'— î m étant la masse d'une particule pondérable, 

r la distance qui la sépare du point matériel qu'elle attire , 

, et la somme>; s'étendant à toutes les particules qui peuvent 

agir sur le même point. Lorsque cette fonction V est con- 
nue, les composantes {X, Y, Z) , dirigées suivant les axes 
coordonnés, de la résultante des attractions exercées sur 
le point matériel de masse fx, sont respectivement égales à 

((jt — » y-'T- "> (^-y-)*Oron vérifie aisément que le poten- 
tiel V satisfait toujours à Téquation (i), ou que l'on a 
A, V =: o. De là résulte que les surfaces sur lesquelles la 
nouvelle fonction V conserve une même vaJeur numérique , 
et que l'on appelle surfaces de nweau, sont identiques 
avec les surfaces isothermes \ le potentiel n'étant autre que 
le paramètre thermométrique multiplié par un facteur 
constant. Ainsi ce que nous dirons sur les surfaces iso- 
thermes et les paramètres thermométriques sera applicable 
aux surfaces de niveau et aux potentiels \ il n'y aura que 
les dénominations à changer. Mais , tout en indiquant cette 
généralisation, restreignons-nous désormais aux surfaces 
isothermes. 
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DEUXIÈME LEÇON. 



Exemple des surfaces homofocales du second ordre. — Cas des surfaces de 
révolution. — Ellipsoïdes planétaires. — Hyperboloïdes de révolution à 
une et à deux nappes. — Ellipsoïdes ovaires. — Fonctions inverses intro* 
duites. — Transcendantes rencontrées. 



§ XIII. 
SURFACES HOMOFOCALES DU SECOND ORDRE. 

« 

Exemple VI, — Toutes les familles de surfaces du 
second ordre, concentriques et homofocales, sont repré- 
sentées par l'écpation 

la constante c surpasse 6, et le rapport de ces deux lignes 
est quelconque. La lettre u désignant toujours une des 
coordonnées (j^^J^? z)^ on peut écrire Téquatiou précé- 
dente de cette manière : 



u" 



V—k' 



= I, 



k éunt zéro pour x, h pour /, c pour z\ et posant^ pour 
simplifier, 



W „ ^ a' 



on a successivement (en suivant la même marche que dan.s 



d\ d} A 



l'exemple V, et observant que — ^ — » ne sont plus nuls ) 
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par première difliérentiation, 
d'où Ton conclut les deux relations 



\duj (V— k^ydu H 

par seconde différentiation , 

u d\ I 

"^4^ [V'-k^y dit "^ X'— /^' ' 

ce qui donne, après sommation et réduction, la valeur 

d^\ I 1 

et enfin, le rapport 

du^ \ \ 



\daj 



'clW» V^b^ V— c» 



Toutes les surfaces comprises dans Téquation (i) sont donc 
isothermes, et l'on a 



? 



V— . ^> V— c^ 



équation qui conduit à des valeurs différentes de f , suivant 
que le paramètre géométrique X est compris entre o et i, 
ou entre b et e, ou entre c et l'infini. 
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§ XIV. 

CAS DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 

Nous ne considérerons, dans cette leçon, que les deux 
rapports particuliers o et i, des constantes i et c] c'est-à- 
dire le cas où i = o, et celui où i = c. 

Lorsque i = o, l'équation (i) devient 



x' -4- r' z- 

' a' a* — c' 

Si X surpasse c, on a une famille d'ellipsoïdes de révolution, 
dans lesquels l'axe polaire est moindre que le diamètre de 
l'équateur, et que nous aiÇfeWerons ellipsoïdes planétaires. 
Si X est inférieur à c, la même équation (3) représente 
une famille d'hyperboloïdes de révolution à une nappe. 
D'après (2), pour ces deux familles , on a 



(4) 



L == _ -j 

> A» — C» 



Lorsque i = c, Téquation (i) devieut 



^ ' Va' — c^ 

Si X est inférieur à c, on a une famille d'hyperboloïdes de 
révolution à deux nappes. Si X surpasse c, la même équa- 
tion (5) représente une famille d'ellipsoïdes de révolution, 
dans lesquels l'axe polaire est plus grand que le diamètre 
de l'équateur, et que nous appellerons ellipsoïdes oi^aires. 
D'après (2), pour ces deux familles, on a 

n s'agit de déterminer le paramètre thermométrique c, 
et les fonctions inverses , pour chacune des quatre familles 

2. 



I 
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de surfaces de révolution du second ordre, que nous venons 
de définir. 

§xv. 

ellipsoïdes planétaires. 

• • 

Pour la famille d'ellipsoïdes planétaires , X surpasse c 
dans les équations (3) et (4)» H convient de poser 

y^X' — c'=X'j V est la demi-distance des pôles: c'est un 
paramètre géométrique conjugué à X, et au moins aussi 
important que celui-ci. On a 

ou 

, , • dl dV 

(7) 



c» 



L'équation (4) est satisfaite par la valeur 



ff = — 



c 



qui donne, pour le paramètre thermométrique, 
et, d'après la relation (7), on aura encore 



-f 



dV 



puisque X=y^i"-hc*. Ainsi le paramètre thermomé- 
trique 6 s'exprime , à l'aide de l'un ou de l'autre des deux 
paramètres géométriques conjugués X et X', de la manière 
suivante : 
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Ces deux intégrales iranscendantes sont vérifiées par les 
valeurs 



c . , sm g 

\ = 9 K =Z c 9 

cose cose 



. 1 1 sin £ 1 r • • 

ce qui donne et 1 pour les fonctions inverses cor- 

* cose coss * 

respondantes aux deux paramètres géométriques X et X^ 11 

convient d'exprimer ces fonctions inverses par elles-mêmes, 

et non à Taide d'autres fonctions \ on sait que Tune est la 

sécante et l'autre la tangente de la variable f ^ on écrira 

donc 

(9) >. = c.soc£, V = c.tang«, 

et les elli[>soïdes planétaires isothermes auix>nt pour équa- 
tion 

( I O) : 1 — = C . 

sec- S tangue 
yiuirement : L'équation (4) admet aussi la valeur 



<p= 



qui conduit à la double expression 



( 8 bis) 






Ces deux intégrales transcendantes sont vérifiées par les 
valeurs 



c ., cos« 

A = -: , A = C-. 

SID 6 SID e 



les deux fonctions inverses sont Tune la cosécante^ l'autre 
la cotangente ^ de la variable £ ; on écrira donc 

(9 bis ' A = c. coscc e , a' =r c. cet c ; 



à 
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rc JK^ tliijKOides planétaires isothermes seront aussi repré- 
î«r:«-5 par l'équation 

cosec» ( cot* E 

On remarquera que les équations (lo) et (lo bis) ont 
ivnserré la même forme que l'équation primitive (3), 
forme esseutielle et caractéristique des surfaces du second 
ordre. Cet avantage disparait, si l'on exprime, et substi- 
tue, / et )/ en cose et sine. D'après cela, la nécessité d'in- 
troduire les fonctions sécey tange^ cosécs^ cote est aussi 
bien établie, et par les mêmes raisons, que celles d'expri- 
mer, par des fonctions spéciales E (fi) , C(e), cose, sine, les 
paramètn's géométriques des cylindres elliptiques et hyper- 
boliques dans l'exemple V. 

S XVI. 

IIYPEKBOLOIDES DE RÉVOLUTION A UNE NAPPE. 

Pour la famille d'hyperboloïdes de révolution à une 
napp', X est inférieur à c dans les équations (3) et (4). 

Posant ^c* — /*= X', on a 

A» 4- a" = c\ A d\ -+- >/ tiV =2 0y 
ou 

d\ dV 



('0 



L'équation (4) eî*t satisfaite par la valeur 

; y c' — A^ 



A 



qui donne, pour le paramètre thermométrique, 

d\ 



Çdi _ r ^^ 
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et, d'après la relation (i i) , on aura encore 






puisque A = ^c* — V\ Ainsi, on a la double expression 

Ces intégrales transcendantes sont vérifiées par les va- 
leurs 

E(.j E(c) 

ce qui donne - — r et rrr-r pour les deux fonctions inverses, 

correspondantes aux deux paramètres géométriques X et X^ 
Pour exprimer ces fonctions par elles-mêmes, et non à 
Taide d'autres fonctions, les cosinus et sinus hyperboliques 
E (£ ), C (e), pouvant être désignés par les symboles H cos e, 

H sine, nous représenlerons — —- par H séce, rrr-^ par 
H tange^ nous écrirons donc 

(i3) X=:c.Hséce, X'=r.Htang«; 

et les hyperboloïdcs de révolution à une nappe, homofo- 
caux et isothermes , auront pour équation celle-ci : 

^ ^^ Hséc»« Htang'8 ' 

qui est analogue , et en quelque sorte parallèle , à la pre- 
mière forme (lo) de Téquation des ellipsoïdes planétaires 
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§ XVII. 

HYPERBOLOIDES DE RÉVOLUTION A DEUX NAPPES. 

Pour la famille d'hyperboloïdes de révolution à deux 
nappes, X est inférieur à c, dans les éqiiations (5) et (6). 

Posant si c^ — X' ;= X', on arrive^ comme au cas précédent, 
à la relation (ii), qu'on peut écrire ainsi 

(i I bts) 



L'équation (6) est satisfaite par la valeur 



? = 



qui donne, pour le paramètre thermomélriqucy 






et, d'après la relation (i i iw), on a encore 



« = cr J _ 



puisque \/c' — X*= X', Ainsi on a la double expression 

[12 ois) t:=cl z=C l ■ ■ 

Ces deux intégrales transcendantes , qui sont les mêmes 
qu'au cas précédent, sont vérifiées par les valeurs 

[i^his) X = c.Htangs, A'=:c.Hsece; 

et les hyperboloïdcs de révolution à deux nappes, liomofc- 
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eaux el isothermes, auront pour équation 

^ ^ Htang'e Hscc'e 

On remarquera que les deux familles d'hyperboloïdes de 
révolution isothermes conduisent aux mêmes fonctions 
inverses. De là résulte qu'elles ont en quelque sorte la 
même équation, au signe près de la constante c'. Pour 
l'une et l'autre famille, à l'axe de la courbe méridienne, 
qui sert d'axe de révolution, correspond la fonction inverse 
H tange, à son conjugué la fonction Hséce. 

§ XVIII. 

ellipsoïdes ovaires. 

Enfin, pour la famille d'ellipsoïdes ovaires, X surpasse e, 

dans les équations (5) et (6). Posant ^X* — c'=X', on 
arrive , comme pour les ellipsoïdes planétaires , à la rela- 
tion (7). L'équation (6) est satisfaite par la valeur 



. = -__, 



qui donne, pour le paramètre thermométrique, 






et, d'après la relation {7), on a encore 






puisque \/X* — f'= X'. Ainsi, on a la double expression 

(16) £ = C J - = C I ; 



^ 
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Ces inté^ales transcendantes sont vérifiées par les va- 



leurs 



1- E(e) .,_ c 



Xf f \ 

ce qui donne -^-^-r et 7-7-rî pour les deux fonctions inver- 

ses correspondantes aux deux paramètres géométriques 
X et 1'^ nous désignerons ces nouvelles fonctions spéciales 
par Hcotange et H coséce; nous écrirons donc 

(17) X 1= c.H cotange , V = c.Hcosécfi; 

et les ellipsoïdes ovaires, homofocaux et isothermes, seront 
représentés par l'équation 



^ Hcotang'c Ucosec'c 

qui est analogue, et en quelque sorte parallèle, à l'équa- 
tion (10 bis) des ellipsoïdes planétaires. 

Il est à remarquer qu'au point de vue de l'isotlierniîe , 
ou par la nature des fonctions inverses qui leur correspon- 
dent, les ellipsoïdes ovaires diflèrent plus des ellipsoïdes 
planétaires que des deux familles d'hyperboloïdes de révo- 
lution, lesquelles se confondent en quelque sorte. 

§ XIX. 

FONCTIONS INVERSES INTRODUITES. 

En résumé, la nécessité d'introduire des fonctions spé- 
ciales pour exprimer les paramètres géométriques, ou pour 
désigner les fonctions inverses, qui correspondent aux 
familles de cylindres isothermes ayant pour bases des el- 
lipses et des hyperboles, et aux familles de surfaces de 
révolution isothermes dont ces courbes sont les sections 
méridiennes, nous a successivement conduits aux fonctions 
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suivantes : i^ pour les cylindres elliptiques, aux fonctions 
£ (e) et £ (e) , ou H cose et H sine, lesquelles se présentant 
avant leurs homologues, doivent être appelées Vhypo^ 
cosinus et Vhyposinus du paramètre thermométrique e ; 
2^ pour les cylindres hyperboliques, aux fonctions sin e et 
cos e ; 3^ pour les ellipsoïdes planétaires , aux fonctions 
séc e et tange, ou à celles-ci, coséce et cotange*, 4° pour 
les hyperboloïdes de révolution , à une nappe et à deux 
nappes, aux fonctions H séc£ et H tange, c'est-à-dire à 
Vhyposécante et à Vhypotangcnte de e; 5° enfin, pour les 
ellipsoïdes ovaires, aux fonctions H coséce et H cotange, 
c'est-à-dir^ , à V hjpocosécante et à V hypocotangente dee. 
Ce qui donne douze fonctions inverses : six sans H^ 
lesquelles ne sont autres que les six fonctions trigono- 
métriques, et six avec H, homologues des précédentes^ 
parmi les fonctions dites exponentielles. Et Ton doit 
remarquer que ces deux classes ne correspondent pas sépa- 
rément aux deux types : ellipse et hyperbole. Car, dans le 
groupe des cylindres, les fonctions inverses sont, exponen- 
tielles pour les cylindres elliptiques, trigonométriques pour 
les cylindres hyperboliques , tandis que dans le groupe des 
surfaces de révolution, les fonctions inverses sont, trigono- 
métriques pour les ellipsoïdes planétaires, exponentielles 
' pour les hyperboloïdes , ainsi que pour les ellipsoïdes 
ovaires, qui semblent conmiencer une troisième période, 
analogue au premier partage. 

S XX. 

TRANSCENDANTES RENCONTRÉES. 

Si nous considérons maintenant la suite naturelle des 
exemples que nous avons traités, an point de vue des di- 
verses transcendantes, qui expriment le paramètre thermo- 
métrique e , à Taide du paramètre géométrique X ouX', nous 
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rencontrons : d'abord, dans le groupe des cylindres à base 
circulaire et des paraboloïdes de révolution , la transcen- 
dante logarithmique ; puis successivement , et sans aucune 
exception, toutes les transcendantes du calcul intégral ordi- 
naire, c'est-à-dire toutes celles qui s'intègrent, soit par 
logarithmes, soit par arcs de cercle, les seules qui fassent 
partie de l'enseignement classique. 

§ XXI. 

NÉCESSITÉ DE NOUVELLES FONCTIONS. 

Or les ellipsoïdes et les hyperboloïdes de révolution , qui 
correspondent aux valeurs extrêmes zéro et l'unité du 

rapport -? ne sont que des cas excessivement particuliers 

de l'exemple général que nous avons abordé au commen- 
cement de cette leçon. Il faut donc que les familles de sur- 
faces, représentées par l'équation (i) quand le rapport - 

n'est ni zéro, ni l'unité, et dont l'isolhermie est constatée 
par la relation (2) , conduisent à des transcendantes et à des 
fonctions inverses autres que les classiques, beaucoup plus 
générales, dont les précédentes ne seront que des cas parti- 
culiers , et qui réuniront à la fois toutes leurs propriétés. 
Introduire et étudier ces transcendantes et ces fonctions in- 
verses nouvelles, tel sera le but des leçons qui vjont suivre. 
La théorie des surfaces isothermes assigne aux fonctions 
inverses l'importance principale; ce sont elles surtout qu'il 
s'agit de déterminer, et dont il faut définir les propriétés. 
Pour y parvenir, il existe une méthode à suivre, qu'il im- 
porte de connaître, et dont l'exposition fera l'objet spécial 
de la troisième leçon, laquelle comprendra, en outre, d'au- 
tres préparations préliminaires, propres à faciliter l'étude 
que nous avons en vue. 



\ 
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Les cinq familles de surfaces isothermes que nous ve- 
nons d'étudier, ont chacune deux paramètres géométriques 
}, et V. Elles sont définies et caractérisées , d'une manière 
simple, par les tableaux suivants, dans lesquels u et u 

représentent les fonctions inverses, ou les rapports - et -• 

I. — Cylindres elliptiques . 



Ji J u^ — I Jo \/a''-h I 



^«* — I Jo ^i 

u = = E (g) = H C0S6, 



e* — e-^- 



a'=: = 6(6)= H sine. 

2 



II. — Cylindres hyperboliques . 
r' du _ n""' du' 

Ju V^l — «' Jo \/l — "'* 
u = cose, u' = sine. 

III. — Ellipsoïdes planétaires. 






u^ u 



*~Ji tt^a^— I ~~Jo "''-Hi' 
u = séc6, a'=tangs, 

_ r*^ du _ r"^ _du!_ 
a = coséc 6, u' ■==. cot e . 



\ 
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§ XXIII . 
MÉTHODE D'ÉTUDE D'UNE FONCTION INVERSE. 

Voici la méthode qui conduit le plus directement au but 
proposé. Soient a, j3, y, trois valeurs du paramètre thermo- 
métrique 6, et x^y^Zy les valeurs correspondantes du 
paramètre géométrique X, ou de la fonction inverse ^ on 
aura 

'•^ djr /»^ dz 






^{z) 



Si le troisième nombre y est la somme (a H- (3) ou la diffé- 
rence (a — (3) des deux autres, z =r > (a dt j3) doit dépen- 
dre d'une certaine manière de x et j^, ou de X (a) et X (p)^ 
c'est-à-dire qu'on doit avoir z = F [x^ y)^ et l'on se pro- 
pose de déterminer la fonction F. 

Le problème consiste à trouver le paramètre géomé- 
trique z d'une troisième surface où la température y est la 
somme ou la différence des températures a et|3, qui existent 
sur les deux premières surfaces de la même famille , dont 
*les paramètres géométriques connus sont x et y, 

§ XXIV. 
CONDITIONS GÉNÉRALES. 

La fonction z = F ( x^y) doit jouir de plusieurs proprié- 
tés qui peuvent conduire à sa connaissance : i^ quand 
P = o, on a y = «5 donc quand j^ = Xq, z doit se réduire 
à x\ 2^ quand a = o, on ay = ±(35 donc quand x = Xq, 
z doit se réduire à ±: j", 3** si l'on prend le signe -f-, ou la 
somme*y = a -h ^, r. doit être symétrique en x ci y. Si, à 
ces trois conditions, on en joint une quatrième, plus spé- 
ciale et particulière à la forme de 9 (X), on aura tout ce 
qu'il faut pour déterminer F [x^y). 




sua LES FONCTIOlfS INVERSES , ETC. 33 

Appliquons cette méthode à Tun des exemples que hotu 
avons traites; remontons à son origine, et faisons abstrac- 
tion de toute connaissance antérieure, sur les transcen- 
dantes rencontrées et sur leurs fonctions inverses. 

§ XXY. 

FONCTIONS INVERSES DES CYLINDRES HYPERBOUQUES. 

Prenons la famille des cylindres hyperboliques homo- 
focaux, dont Téquation primilive est 

Par la substitution de c* — A* à )/', et l'application de la 
méthode de recherche du paramètre thermométrique, on 

vérifie que cette famille est isotherme : on trouve ri •. 

ou - ^^ pour Je rapport S — : S (^-j • Posant ^ = ^j^— ^,, 
on peut prendre (f = ^c* — X', d'où 








et comme Ja relation X* -|- X" = c* donne X^X -|- X'rfX'= o, 

d\ dV 

ou ■ =r = ? on aura aussi 






on a donc la double transcendante 



{^) 



— r ^ ^x _ r^ £/v 



Pour simplifier, posons X = en, X' == cu^; 1/ et u^ seront 

3 
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précisémeiil les deux fonctions inverses qu'il s'agit d^étu- 
dier, et que nous désignerons, u pai* Jlo (e)» et u' par ilb (e). 
L^équation (i ) deviendra 

(1^/5) — - = c\ où a»-|-tt'^=i 

et la double transcendante sera 

/ ^ s r dit C du' 

(2 ^«) € = / . = I - 7 

t/o V I — tt' Ju' V ï — "'" 

Soit représentée par </ la valeur de e correspondante à 
M = I, et conséquemment à n = o, on aura l'intégrale dé- 
finie unique 

Si l'on retranche, de cette valeur particulière, la valeur 
générale (2 bis) y la différence pourra se mettre sous la 
double forme 

— C ' ^^ _ r°' £^«^ 

•/« ^l — w' t/o ^i — «' 

s XXVI. 

CONDITION SPÉCIALE, 

Toutes ces préparations faites, passons à l'application de 
la méthode indiquée. Posant 

C da: ^ C^ dy f dz 

Jo V* — ^' «^o V'-~?^' «^^o V' — ** 

aux trois conditions générales, pouvant servir à détermi- 
ner la fonction F, et ci-dessus définies, nous joindrons 



-4) 



-> 
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cette quatrième condition, particulière ou spéciale : 4" si, 
prenant le signe — , ou y = a — (3, on pose a = ^ ou x=i , 
^ = e ou. y = u^ on a. y = g — e , et Téquation (4) exige 
que 

z = u' = ^ i — u^ z=z \/i — y^; 

en un mot, pour j: == i, z doit se réduire à ^i — j*. 

^ XX VIL 

APPLICATION DE LA MÉTHODE. 

La fonction la plus simple qui satisfasse aux quatre con- 
ditions réunies, est 



(5) U = XV^l — jr>±J^I~.X% 

qui donne 

(6 ) )/i — U» = \/i — a:» six— y -p xy^ 

comme on le vérifie aisément, en remarquant que la somme 
des carrés des valeurs (5) et (6) est 

et se réduit à l'unité. Or, la différentielle de U (5) est 

ou bien, par une transformation facile, 

ce qui donne, d'après (6), 

d\5 dx , dy 

— =^ = —=^^T dz — - — , 

^i—U- >/i — x> >/i— ^» 

3. 
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c'est-à-dire, en observant que U = o pour x == o eiy = Oj 
et intégrant 



X 



" dV 



= aliz p = y. 



^ s/i — v^ 

Donc {] = z^ et les deux relations (5) et (6) donnent 

I 2 — a: v/l— j^»± r V^I — xS 

I Vi — 2* == v'ï — *' V^i — 7' qp ^>'' 

§ XXVIII. 
FORMULES ET PÉRIODICITÉ. 

Introduisant maintenant les symboles el> (s) pour u, 
ilb (e) pour u\ les équations (7) s'écriront ainsi : 

I .l,(.a±:p) = .l,(a)iil,(P)=i=-^(P)lft>(a), 
^ ^ l aH,(adzp) = lft>(a)'Ul,(p)qpe,l,(a)Jl,(P). 

Sachant, d'après (2 bis) et (3), que .A» (o) = o, ife (o) = i, 
et que JU (7) = t? '^^(^) = ^î ^^ formera aisément, par 
des substitutions successives faites dans les formules (8)^ 
le tableau suivant : 

.1>'(8)-Mft,'(s) = I, 
e =0, 7, 27, 3<7, 47» 
,1, == o, I , o, — I , o, 

(9) iS^= 1, o, — I, o, I, 

X ±B)=±.l.{p), ift,(±P)='Ul>(p), 

ev (9 ±py = iii>(p), 'uu(7±p) = zpa.(p), 

.l>( +4^) =ze.l, (a), 'Ul)(a+47) =ift,(a), 

OÙ toutes les propriétés directes et réciproques des fone- 
lions inverses X (e), ilb (e), se trouvent concentrées. On 
y voit, entre autres, que la fonction X (e) est impaire en 
e, c'est-à-dire qu'elle change de signe et s'annule avec sa 
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variable; que la fonction '!ll>(e) eslpaîre^ c'est-à-dire qu'elle 
conserve la même valeur quand sa variable change de signe; 
enfin que ces deux fonctions sont périodiques , la période 
ëtant 4Çf c'est-à-dire qu'elles reprennent la même valeur 
quand la variable augmente de 47* 

§ XXIX. 

DÉTERMINATION DE LA PÉRIODE. 

Une propriété connue de l'hyperbole conduit à la va-» 
leur numérique de la période 4 q» Construisons sur le plan 
des bases des cylindres une des hyperboles liomofocales 
avec ses asymptotes, et, en outre, le cercle de rayon i dont 
le centre est à î'orîgine; désignons par o) l'arc de ce cfercle 
compris entre son intersection avec l'axe des Y, et son 
point de rencontre avec l'une des asymptotes. On sait 
qu'en abaissant de ce dernier point une perpendiculaire 
sur la ligne des foyers, la longueur de cette perpendi- 

y 

culaire sera - ou li', et la distance de son pied au centre 



sera - ou m. 



Cela posé, si l'on passe à l'hyperbole infiniment voisine 
de la première, l'arc o) augmentera de d(ù^ u de du^ li di- 
minuera de dil^ et Ton conclura facilement, de la simili- 
tude (par perpendieularité) du triangle infinitésimal dont 
les côtés sont (dfo), du^ — dvl^ avec le triangle aux côtés 

(i,m', li), que 

du du' 

u' u 

Or la double transcendante (2 iw), différcntiée , donne 

aussi 

du €lu' 

u' u ' 



A 
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donc d& = d(ù^ et, d'après la commuuauté d'origine, e = co. 
Ainsi, ou peut prendre pour paramètre thermométrique de 
la famille de cylindres hyperboliques homofocaux , l'^rc w 
qui vient d'être défini, ou désigner cet arc par s. 

D'après celte interprétation géométrique , l'extrémité 
mobile de l'arc a> ou e détermine une des asymptotes de 
l'hyperbole qui sert de base au cylindre dont' le paramètre 
thermométrique est e ; or, quand e croît continuellement, et 
dans le même sens, l'extrémité mobile revient aux mêmes 
points à chaque révolution : donc , quand e augmente de 
2 7:, l'asymptote, l'hyperbole, et les fonctions inverses, 
redeviennent les mêmes. Ainsi, la période 4 7 n'est autre 
que 2 71. 

§ XXX. 
AVANTAGES DE CETTE APPLICATION. 

Cessant de faire abstraction de toute connaissance anté- 
rieurement acquise, nous retrouvons, dans les fonctions 
inverses, el, (e), iîî> (s) , les fonctions trigonométriques 
sine, cos e. Mais ici les formules (8), ou celles de 
sin (a dr (3) et cos (a di jS), étant établies analytique- 
ment, et non par des démonstrations géométriques, on n'a 
pas à se préoccuper de leur généralité 5 aucune addition 
n'est nécessaire à cet égard. 

Telle est la méthode à suivre pour obtenir les relations 
qui font connaître toutes les propriétés des fonctions in- 
verses. Si la première application que nous venons d'en 
faire parait trop simple, et par trop élémentaire, à cause du 
peu de nouveauté des résultats, nous en ferons bientôt une 
application plus sérieuse et plus nouvelle ; elle reproduira, 
en quelque sorte, les mêmes mots, les mêmes phases, et 
l'exemple précédent aura puissamment contribué à en sim- 
plifier l'exposition. 



1 
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§ XXXI. 
FX)NCnONS INVERSES DES ELLIPSOÏDES PLANÉTAIRES. 

Lorsque Ton counaîl les fondions inverses d'une famille 
(le surfaces isothermes, si les fonctions inverses d'une autre 
famille peuvent s'exprimer à F aide des premières , cette 
liaison suffira pour étudier leurs propriétés. Appliquons ce 
procédé, dont nous ferons un fré<:[uent usage, à l'étude des 
fonctions inverses appartenant aux ellipsoïdes planétaires 
ayant pour équation 

(lo) _^-H_=,, où y-V^=c'. 

Par la substitution de X' — c* à X'", et l'application delà mé- 
thode de recherche du paramètre thermométrique, on ar- 
rive définitivement à • 



= c I 



Pour simplifier, posons X = cw, X' = cw'\ w et tv seront 
précisément les deux fonctions inverses qu'il s'agit d'étu- 
dier, et que nous désignerons, w par Xj (s)/"'' P^** iPoi (s). 
L'équation (lo) deviendra 

, ^ , X' + Y' Z» 

(lo bis) ; h -m = t*% ou w' — w^=z\ . 

La transcendante e, les deux fonctions inverses, et la valeur 
Q de £ correspondante à «* = oo , seront 



Jl iV^W^ I t/i 



dtv 



(il) < Jï w \Jw^ — I J\ w yw^ 1 
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Or, si Ton introduit une nouvelle fonction u de e, telle 
que 

(12) yi — «' = -, doii a:=-^^ y'çxdu=i = 



il s'ensuivra 

da dw 

7 



^i — a* «V ^(v* — I 
et int^rant , puisque u s'annule quand iv == i , 

C^ dw f" //« 

4/1 (v yti'' — I »/o yi — a' 



De telle sorte que a et v'i — w* seront précisément les fonc- 
tions inverses <A> (e) et 1^ (e) des cylindres hyperboliques, 
et que 

Jt w ^w^ — I Jo ^i — «* ^ 

§ XXXII. 
FORMULES ET PROPRIÉTÉS. 

Les relations (12), exprimées en Jlo, il\>, oAoi, tll>i, don^ 
neront donc 

(.■4) M^) = ^^ '^(^) = 5-^' 

ou inversement, par l'isolement des Jloi , aR>i , 

(l5) Jl,,(i) = — î— , ift„(,)=:!Ml]. 

Â l'aide de ces dernières formules et des valeurs diverse» 
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du tableau (9) , on composera le nouveau tableau 

A,; (f) — <(«) = !, 

c =0, q , 2^, Zq , 4^> 

(16) 

ifî„ = o, H-00— , O, +00—, o, 

.l,.(±p) = Jlo,(P), 'Uî,.(±:p) = ±ift>, (P), 

La fonction Jloi est paire, la fonction 'ifb^ est impaire^ ces 
deux fonctions sont périodiques; la période est 4^ ou 27r 
pour Xi , 2^7 ou TT pour il\>|. Les valeurs (i4) transforment 
les formules (8) dans les suivantes : 

Tout cela n'est pas neuf, car les fonctions inverses 
Xi (e) , il\>i (e) ne sont autres que séc e et tange. Mais c'est 
l'analyse qui assigne ici les périodes et les variations de 
signe de ces deux fonctions inverses , et il n'y a pas lieu de 
se préoccuper de leurs causes géométriques; ce qui réduit 
à néant une multitude de discussions métaphysiques, et 
entre autres les opinions contradictoires sur le changement 
de signe de la sécante. 

§ XXXIII. 

INTRODUCTION DES IMAGINAIRES. 

» 

Au premier procédé que nous venons de décrire , et qui 
permet de passer d'un groupe de fonctions inverses à un 
autre par une transformation réelle, il faudrait en joindre 
un second remplissant le même but à l'aide d'une transfor- 
mation par imaginaires. Mais, au lieu de définir ici ce nou- 
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veau procédé , nous préférons indiquer comment les ima- 
ginaires s'introduisent naturellement dans l'étude des sur- 
faces isothermes et de leurs fonctions inverses. 

Supposons un élève qu'on aurait initié aux mathéma- 
tiques, au calcul différentiel, au calcul intégral, sans lui 
parler de trigonométrie, de lignes trigonométriques , de 
transcendantes d'aucune espèce. Qu'on lui présente la 
théorie des surfaces isothermes dans l'ordre que nous avons 
suivi, en appuyant sur la nécessité d'exprimer les para- 
mètres géométriques des surfaces considérées et reconnues 
isothermes en fonction du paramètre thermométrique. Il 

rencontrera d'ahord la fonction inverse e*, dont il établira 
et étudiera le développement 

/ f -6» 8» f* f* \ 

\ I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 * / 

par les méthodes actuellement usitées dans l'algèbre. On 
lui fera remarquer que ce développement se compose de 
deux parties, V une paire ^ l'autre impaire j 

8» "8* e*— C" * 

Abordant les cylindres elliptiques isothermes, il recon- 
naîtra dans les valeurs X = cE (e), X' == cC (s) , ou dans les 
fonctions inverses de celte famille les deux parties détachées 

de e*. Prenant ensuite les cylindres hyperboliques iso- 
thermes, il trouvera d'autres fonctions inverses F (e) = -, 

' c 

cf (e) = — : mais, sachant qu'on passe de toutes les pro- 

prîélés de l'ellipse à celles de l'hyperbole, par le simple 
changement deV en — X , ou de V en )/ v^ — 1 , il rccon- 



^ 
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naîtra que F (e) et ^ (e) ne diffèrent de E (s) et C (e) qu'en 
ce que s* y est changé en — e*, d'où il conclura 






ou 



gï «« «« 



^ ' ?. 2.3.4 2.3.4.5.6 " * ' 



gS «5 ,7 



' 2.3 2.3.4*5 2.3.4.5-6.7 

U constatera la périodicité nécessaire et réelle de ces nou- 
velles fonctions, et apprendra leur signification trigono- 
métrique cos e , sin e , en partant des méthodes exposées aux 
§§27, 28 et 29. 

§ XXXIV. 
ORIGINE DES PÉRIODES IMAGINAIRES. 

Revenant aux premières fonctions E(6), ^(e), il con- 
clura dq leur dépendance avec les secondes cos e , sin e, que 
si ces dernières ont une période réelle , les autres ont coasé- 
qucmment une période imaginaire. Puis, quand il aura 
étudié toutes les familles de surfaces de nos deux premières 
leçons , et qu'il sera parvenu aux prévisions du § 21 , il 
y joindra celle-ci : que les fonctions inverses des familles de 
surfaces homofocales et isothermes du second ordre , pour 

lesquelles le rapport - • n'est ni zéro , ni l'unité , devant 

réunir à la fois toutes les propriétés des douze fonctions in- 
verses particulières , seules classiquement connues , auront 
très-probablement chacune deux périodes, l'une réelle, 
l'autre imaginaire. 

Une telle marche, substituée à l'enseignement habituel, 
serait à la fois plus rapide et plus complète. Elle introdui- 



44 LEÇONS 

rait remploi des imaginaires de la mauière la plus simple 
et la plus lucide ; elle établirait une liaison naturelle entre 
les chapitres les plus importants du calcul intégral, entre 
les transcendantes circulaires et logarithmiques , entre les 
fonctions trigonométriques et exponentielles. Elle ferait 
comprendre la nécessité d'aborder, dans les cours clas- 
siques , les transcendantes et les fonctions elliptiques , si 
unanimement réclamées par toutes les branches progres- 
sives des mathématiques appliquées ^ enfin elle faciliterait 
singulièrement cette nouvelle étude , comme nous nous pro- 
posons de le démontrer. 

On reconnaîtra sans doute un jour que les programmes 
de renseignement d'une science principalement destinée 
aux applications devraient toujours suivre fidèlement les 
progrès de cette science, se modifier avec elle, adopter, dès 
leur origine, les instruments des nouvelles découvertes, les 
substituer même aux anciens , dont l'impuissance et la sté- 
rilité actuelles sont suffisamment constatées. On sentira 
(jue cette mobilité des programmes , sagement réglementée, 
accélérerait les progrès des sciences appliquées, en for- 
mant, par un apprentissage mieux approprié, un plus 
grand nombre de bons et d'ardents travailleurs. Pour com- 
prendre combien cette vérité si évidente est aujourd'hui 
méconnue, qu'on lise les programmes officiels de l'ensei- 
gnement des mathématiques pures, ils sont tels que les au- 
raient faits Laplacc et ses élèves ] on n'y trouve pas trace 
des découvertes , si importantes pour l'avenir, de Fourier, 
d'Abel, de Jacobi, de Sturm et d'autres géomètres mo- 
dernes , dont les efforts incessants ont enfin réussi à faire 
marcher la science en dehors de la Mécanique céleste. 
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QUATRIÈME LEÇON. 

Transcendantes et fonctions inTerses dans le cas général des surfaces iso- 
thermes du second ordre. — Nouvelle application de la mctliode d'étude 
— Formules d*Enler.— Propriétés deç fonctions inverses des hyperboloïdes 
à deux nappes. — Leurs tracés graphiques. 



§ XXXV. 

TRANSCENDANTE e DANS TROIS CAS GÉNÉRAUX. 

Abordons enfin Télude des fonctions inverses dans le cas 
général de Texemple \I, défini par la seconde leçon. II 
s'agit des surfaces du second ordre, concentriques et homo- 
focales, représentées par Téquation 

où la constante c surpasse b ; le rapport - étant d'ailleurs 

quelconque. Nous avons vérifié , § 13, que ces surfaces sont 
isothermes. Cette vérification conduit à la relation 



(p \^—b'V'-c''' 



et la fonction f a des valeurs différentes suivant que \ est 
inférieur à i, compris entre b et c, ou supérieur à c. Dési- 
gnons le paramètre géométrique 1 par v dans le premier 
cas, par |ut dans le second, par p dans le troisième; on 
pourra prendre pour f et pour le paramètre thermomé- 
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Irique ( K^ oxprt^s^ioiis ilu ubieaa suiTant : 



!•= j c =r r f -^== — y 



V ^* l T 









f= :: * * 
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paramètres v, fx, p exprimées à Taidt du paramètre ther- 
mométrique, seront 



X= 



= c^ 






V 



X» Y' Z' 



Aî(.) Bî(.) Cî(.) 

La première famille se compose d'hyperboloïdes à deux 
nappes, la seconde d'hyperboloïdes à une nappe, la troi- 
sième d'ellipsoïdes. Ces surfaces sont conjuguées, en c(ï 
sens que les constantes b et c ont pour toutes les mêmes 
valeurs, ou que les sections principales de ces surfaces ont 
les mêmes foyers. 

§ XXXVII. 
RELATIONS ALGÉBRIQUES ET DIFFÉRENTIELLES. 

Si l'on représente par k et A' les deux rapports -t 



- — 7 — 9 lesquels sont complémentaires, en ce sens que 

/t'-l- A'* = I, on déduit du tableau (4) les relations sui- 
vantes : 

i A' -4- B» = A^% A' 4- O = 1, C» — B» = A'\ 

(5j Jaî-b;=/s a;+c; = i, B; + c; = it's 
( Aj — Bî = p, Aî— c; = i, Bj — c; = ^'% 

eu supprimant l'indication de la variable e qui est la même 
pour les neuf fonctions. 

La diflférentiation des transcendantes e(3) et des rela- 
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lions (5) conduit fsftilement aux différentielles snirantes : 

Ii/A =BCi/e, £/B = — CAi/c. dC = — àBdt, 
dkt = B,C,dtj </B, = C,A,//f, ^C, = — A,B, £/e, 
</A,= B,C^e, </B,= C,A,£/f, ^C= A,B,£/e. 

Ainsi, dans chaque gronpe (A,-, B,-, Q) la dérivée d'une 
des trois fonctions inverses est égale an produit des deux 
autres, pris avec le signe H-, si / = a, ou s'il s'agit de A, 
Al , Bi , avec le signe — pour B , C, Cj. C'est évidemment 
la généralisation d^une propriété commune aux fonctions 
trigonométriques et exponentielles. Les relations (5) géné- 
ralisent aussi celles qui existent entre le sinus et le cosinus, 
entre la sécante et la tangente, la cosécante et la cotangente, 
sans H ou avec H. On rencontrera à chaque pas des rap- 
prochements analogues; nous ne les signalerons plus. 

§ XXXVIII. 

NOUVELLE APPUCATION DE LA MÉTHODE D'ÉTCDE. 

Ce sont les neuf fonctions inverses (A,, B,, C,) dont il 
s'agit de découvrir les propriétés. Commençons par les 
fonctions (A, B, C), ou par les premières lignes des ta- 
bleaux (3), (4)i (5) et (6). Pour appliquer la méthode 
d'étude du $ 23, posons 

dx 



(7) 



Jr' dx 

j /»« dz 



m 

Aux trois conditions générales du paragraphe 24 , il faut en 




* r 
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joindre une quatrième, particularisée par la fonction (p, 
ou par la transcendante e exprimée en v. Nos recherches 
préliminaires conduisent à une condition spéciale j qui 
laisse peu de chose à deviner, pour assigner la forme de la 
fonction F, la voici : 

§ XXXIX. 
CONDITION SPÉCIALE. 

Lorsque b :=: c^lai transcendante devient 



— r "^^ 



et le rapport - n'est autre que l'hypotangente de e, ou Tune 

des fonctions inverses des hyperboloïdes de révolution , 
§17; désignons cette fonction par le symbole 6 (e), on 
aura, pour J= c, 

Or la formule du § 32, qui donne ift)i (a zh P) en ifei (a) 
et ift)i (j3) , ou tang (a dz j3) en tang (a) et tang(P), expri- 
mera facilement 6 (a =h |3) en @ (a) et ^ (|3) ; car il suffit, 

d'après notre § 33, d'y substituer — ==■ à ifli ; ce qui donne, 

V— I 

sans difficulté, 

^K"=^P)-i±6{a)e(p)' 
formule que Ton vérifie d'ailleurs directement en rem- 
plaçant 6 (e) par=r7-\> il s'ensuit 



_ S(a)dbg(P) _ ^ a:±:y 
"""""^ i±©(a)6(p)""^ c^±xx' 



4 
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Yalrwr qu'cm peat meure sous la fomr 

•*' -='' '^^^^ 

Ainsi, comme cmiditioa ^oriale, la foocdoD s = F (x« y) 
{ 7) diMt être teQe« que. si Ion j (ait ft = c. elle se réduise 
à la Talenr f8i. 

5 XL. 

DÉTERMINATION DE LA FONCTION F. 



La fimction la plus simple qui satisfasse aux <piatre <x>n- 
ditioiis réonies est 



9» »=àc iv^zrpTi ' 

m 

oa bien, désignant , pour simplifier^ par c le piodnit des 
deux radicaux en^, par ^ cdoi des deox radicaux en x, 

X« "^Z TZ 

'9 his) m= àc 



n s*agit de prouTer que cette fonction u est précisément z. 



Pour cda. posant i' = V *' — «*, «r ==: ^- c* — «•, la sub- 
sdiadon de ■ (9) donne 



(10; ^ 

[Ce que Ton Tcrifie sans peine : car, si Ton (ait la somme 
des carrés de u (9) et y (to)« les doubles signes di^arai- 

tront au second membre, et -^r-; ;— 7-, t sera facteur 

■. r c — JT" r- - - 

commonde 
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»■ 

expression qui se réduit è (i'c' —x^j^)*-^ donc u^-hu^szzb^-^ 
et de même u" 4-w* = c'.] Le produit vtv^ ou celui-ci 

V&* — a* ^c'— u*, que nous a ipellerons U, peut se mettre 
sous la forme 

(Ij) iT- 1.^ (^' ^'-^ 'V') ?<? y ^ [^' C^'- *') (fc«~/')H- &' (g'~ x«) (c'-r«)] 
^ ^ (fc e»— x»^«)« 

Cela posé , cherclions la dérivée en x de u {g bis) , ob- 
servant que 5= s/ b^ c* — (b* + c*) x* + x^ donne 
^d^ = — X (6*^-4- c* — 2 a:*) ^ on trouve d'abord 

et Ton reconnaît aisément que cette valeur, multipliée 

par I, reproduit précisément U (i i) ; ainsi — = - • Ecri- 
vons u (g bis) de cette manière 

. . yl±:xn 

U==:ZL: oc -y- 9 

avant de prendre sa dérivée en y 5 cette nouvelle valeur 

de u sera le produit par dz i de ce que devient la première 

quand on y cbange x en j^, et réciproquement j^ en ;i:; on 

aura donc (puisque 13 est symétrique en x et y) immédia- 

du ^0 
temeïLt -r- = ±:— 

dy Yi 

Réunissant les deux différentielles partielles -de 1/, on a 
pour sa différentielle totale 



d'où l'on déduit 



du= --dxztl — dy^ 



du dx . dy 

If ""T T' 



4. 
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Multipliant par c, ayant égard aux valeurs respectives de 
TJ, ^, y? en 1/, x^ y^ et observant que u s'annule quand x 
et y sont zéro Tun et l'autre, l'intégration donnera 



'î 






on a donci^ 

et la fonction F est maintenant connue. 

§ XLI. 
FORMULES D'EULER. 

L'introduction des symboles (A, B, C) transforme les 
équations (9) et (10) dans les formules suivantes : 

r.2) Inf.-hB) -, B(«)B(P) + A(a)A(p)C(a)C(p) 

p/ ■4,fix ^^C(«)C(P)+A(a)A(P)B(a)B(P) 
^l« — P;— >t'— A'(a)A»(P) 

Cette nouvelle et dernière application de la méthode d'é- 
tude du § 23, simplifiée par son analogie avec la première, 
établit ainsi, sans difficulté, et d'une manière en quelque 
sorte élémentaire, les formules (12), dues à Euler, et qui, 
mises sous diverses formes , ont servi de point de départ à 
toutes les rechercbes sur les transcendantes et les fonctions 
elliptiques. 

§ XLII. 
PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS (A, B, C). 
Les formules précédentes conduisent à toutes les proprîé- 
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tés des fonctions inverses A (s), B (e), C (e), ou des axes des 
hyperboloïdes Isothermes à deux nappes. 

Le paramètre thermométrique s étant zéro avec v, et égal 
à zs quand v = b [tableau (3)] , la première ligne du ta- 
bleau (4) donne 

A(o)=o, B(o)=^, C(o)=:i; 
A(ct)=^, B(o)=:0, C(ct)=:A'. 

D'après ces valeurs , si l'on fait a = o dans les formu- 
les (i 2), elles donnent respectivement 

A(d::6) = ±A(p), B(±p) = B(6), C(±:p)=C(p). 

Ainsi A (e) est une fonction impaire; B (e) et C(e) sont 
des fonctions paires. 

Si, prenant les signes inférieurs, on fait^ dans les mêmes 
formules (12), a = u, on a, en s'aidanl des relations (5), 

(.3) !b(.-p)=.'^|, • 

formules dont nous déduirons des conséquences impor- 
tantes^ et qui seront fréquemment utilisées dans Tapplica- 
tion des procédés de transformation. 

Ne prenant plus que les signes supérieurs : 

1". a = tr, ^ = CT, donnent 

A(2ct) = o, B(2ct)=: — X-, C(2ty)=i; 

2°. a = 2cr, j3 = tj, donnent 

A(3ct)=— /-, B(3ct)=:©, C(3ci)=X-'; 

3**. a = 3cr, [3 = CT, donnent 

A(4cr)=0, B(4cj) = X-, C(4ct)=:i> 
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ce qaî complèle le tableau suivant : 



(>4) 



6 =0, 


17y 2 0, 


3 CI, 


4a, 


A=o, 


k, 0, 


-^, 


0, 


B=*, 


0, — ^, 


0, 


^, 


C=i, 


k', I, 


^% 


U 



4<>. (3 = 20 donne 

A(a + 20) = — A (a)^ 
B(a + 2cF) = — B (a), 
C(a-+-2iB)=rC(a); * 

5°. (3= 4 CT donne 

. A{a-4-4i3) = A(ûç), 
B(a-f- 4a) =B(a)^ 
C(a-+-4a) = C(a), 

§ XLllI. 

PÉRIODICITÉ/ANALOGIES. 

Ainsi les trois fonctions inverses A{€), B(e), C (e), sont 
périodiques. La période est 4^ pour A(e) et B(e), atj 
seulement pour C ( s ) . 

Par ses variations de signe et de grandeur, la fonction 
A (e) est analogue à sin £ , B ( e) à cose ^ nous appellerons la 
première un pseiidosinus ^ la seconde un pseudocosinus . 
Quant à la troisième fonction C(e), qui n'est jamais nulle ^ 
et dont la grandeur oscille entre le maximum i et le mini- 
mum A', elle n'est analogue à aucune ligne irîgonomé- 
trique, si ce n'est au rayon j nous l'appellerons un pseu- 
dçrayon. 

Les formules (i3) dans lesquelles [xs — j3) est le complé- 
ment rfe(3, c'est-à-dire ce qu'il faut ajoutera P pour obte- 
nir le quart de la période , prouvent bien que A n'est pas 
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précisément un sinus ^ ni B un cosinus^ puisque les rapports 

A(u— p) B(iar— 6) i» • . • a 

p/a\ ^ . ,o\ ^ ^^ sont pas 1 unité, ni même con- 

"IP) A(P) 

stant9. On remarquera que le rapport de ces rapports est 
constant, et égal à //, comme le produit C(|3).C(c7 — P); 
que le produit A((3).A(ct — j3) est variable et égal à 

§ XLIV. 

LIMITE DE LA PÉRIODE. 

Un tracé graphique peut servir à résumer ces diverses 
propriétés. Pour construire avec quelque exactitude les 
trois courbes dont Â , B , G seraient les ordonnées , et le 
paramètre thermométrique e F abscisse, il faudrait connaître 
la période ou le nombre u. Ce nombre est une fonction de /r, 
dont la détermination exige des calculs que nous n'expose- 
rons pas. Disons seulement que ts surpasse -9 car les deux 
intégrales définies transcendantes 

Jr^ dv _ _ ff r* dv c _ 

ont le même nombre d'éléments , et ceux de la seconde sont 
tous plus grands que ceux de la première. 

S XLV. 

TRACÉS GRAPHIQUES. 
Si Ton suppose la grandeur zs connue , la figure suivante 
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représente les trois courbes dont il s'agit : 




Les deux cercles concentriques ont pour rayons Tunité 
et le rapport k moindre que i; on construit facilement 

V=^i — A*. Les deux courbes Y = A(e) et T = B{e) 
sont analogues à la sinusoïde T = sin e ; mais leur ampli- 
tude (2 Al) est plus petite, et la tangente a Finflexion ne fait 
pas Tangle de 45 degrés avec Taxe des abscisses ^ son incli- 
naison est moindre pour A , moindre encore pour B , car 
on a , d'après les formules (6) , 

dérivée qui devient 

A pour c = o , — / pour 8 = 20, 



et Ton a pareillement 



1? = -CA, 



dérivée qui devient 



— Ak' pour e = cj, AA' pour g = 3 u . 

On sait que les deux courbes Y = sine , Y = cose , sont 
identiques , c'est-à-dire qu'elles se superposent dans toutes 
leurs parties , lorsqu'on fait subir à 1 une d'entre elles une 
translation parallèle à l'axe des abscisses et égale au quart 
de la période. La même translation, effectuée dans le groupe 
des deux courbes Y = A(e), Y = B(£), ne produira pas 
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leur superposition ; les points d'inflexion et les sommets se 
confondront, mais en tout autre lieu les deux courbes se- 
ront séparées , la courbe Y = B(e) étant toujours plus rap- 
procbée de Taxe des abscisses . 

La courbe T = G (e) est analogue aux précédentes , mais 
avec une période moitié et une amplitude moindre; car 

cette amplitude est i — A' qui est égal à p» ou à A 

et conséquemment moindre que A, moitié de Famplitude 
2 A commune aux deux courbes A et B. Quant à l'inclinai- 
son de la tangente à l'inflexion, on a, d'après les for- 
mules (6) , 

^ = -AB, d'où ^=C(A»-B»); 

de dv 

de là résulte qu'à l'inflexion A = B = — 5 et conséquem- 

rfC X'* X' . 
ment -^ est égal à j ou à H 5 suivant le rang impair 

OU pair du point de cette inflexion. 

L'abscisse de tout point d'inflexion de la courbe Y == C (e) 
étant donnée par l'équation A' (e) = B* (e), la parallèle à 
Taxe désordonnées, menée par ce point, contiendra une 
intersection des deux courbes Y = A (e) et Y = B (e) , si le 
rang est impair ; elle coupera ces courbes en des points 
dont les ordonnées seront égales et de signes contraires, si 
le rang est pair. La ligne , parallèle aux abscisses, qui con- 
tient tous les points d'inflexion de la courbe G, ne la par- 
tage pas en parties égales, comme cela a lieu pour les courbes 
A et B 5 ici les parties supérieures sont plus courtes que 



les parties inférieures : en effet, l'ordonnée i/ i 5 



ou 



i-4-A'^ 

, aux points d'inflexion de la courbe G, surpasse 
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1-4- >^' 

la demi-somme des ordonnées aux sommets , puisque 

— - — = { I -j- ( j • Ainsi , quant a la lorme, 

la courbe C diffère notablement des courbes Â et B ; elle est, 
eu quelque sorte , moins parfaite ou moins symétrique. 

§ XLVI. 

CLASSEMENT DE PROPRIÉTÉS. 

Par tout ce qui précède, le pseudosinus A(ê), le pseu- 
docosinus B.(€), et le pseudorayon C (e), nous paraissent au 
moins aussi complètement définis que les fonctions trigo- 
nométriques sine et coss. Il ne leur manque qu'un plus 
long usage pu des applications plus nombreuses ; les pro- 
grès incessants des mathématiques ne tarderont pas à com- 
bler cette lacune. 

Mais tout n'est pas dit sur les fonctions A , B , C ^ nous 
n'avons signalé que celles de leurs propriétés qui corres- 
pondent toutes aux propriétés de sine et de cose; l'intro- 
duction des imaginaires, et la liaison de ces fonctions 
inverses avec celles qui appartiennent aux deux autres 
familles de surfsices isothermes (des hyperboloïdes à une 
nappe et des ellipsoïdes) , nous conduiront à une seconde 
classe de propriétés tout aussi étendue que la première. 

Pour connaître les propriétés spéciales des deux autres 
groupes de fonctions inverses (Ai, Bu Ci) et (Aj, Bi, Ci), 
on pourrait appliquer directement, à chacun d'eux, la 
méthode d'étude du § 23, comme nous l'avons fait au 
groupe (A, B, C). Puis, après trois études partielles, et 
en quelque sorte indépendantes, on chercherait les rela- 
tions qui existent entre les trois groupes, et qui sont d'une 
grande importance dans la théorie que nous développons , 
car ce sont ces relations mêmes qui recèlent toute la se- 
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conde classe de propriétés ci-dessus annoncée. Celte marche 
serait la plus. naturelle et la plus Iticide ; elle aurait incon- 
testablement Tavantage de n'établir aucune différence de 
rang 9 aucun privilège, aucun droit d'ainesse entre trois 
groupes dont l'importance est parfaitement égale. Mais 
cette ^marcfae serait beaucoup trop longue, comparée à celle 
que nous adoptons, et qui consiste à poser, dès Tabord, et 
en quelque sorte syntliétiquement, une partie des relations 
à découvrir, afin de déduire, par le procédé du § 32, 
les deux groupes (Ai,Bi,Ci) et (At,Bj, Cj) du groupe 
(A, B, C) déjà traité. Contentons-nous de dire, pour ré- 
tablir l'égalité troublée, que nous eussions pu commencer 
par traiter directement tout autre des trois groupes. 

Il importe de remarquer que les fonctions (A, B, C), 
étudiées dans cette leçon, se modifient singulièrement quand 
le rapport h approche de Tune ou de l'autre de ses limites , 
zéro et l'unité. Nous verrons qu'à la limite de A^ = o, les 

- . A(e) ?(e) . j. 

tractions —7-^5 —7 — sont exactement sine et cose, tandis 

que C(s) devient constant et égal à l'unité; ce qui justifie 
les analogies signalées et les dénomiYiations employées dans 
les derniers paragraphes, où Ton suppose que k ait une 
valeur moyenne. Mais, à l'autre limite , à celle de /c= i, 
les fonctions (A, 6, C) semblent changer brusquement de 

nature, car A{e) devient ^^4 ou hjpotang e ^ tandis que 

B(e)etC(e) sont identiques et égales à rry-r? ou à hjposécZy 

§ 17. On ne saurait imaginer une métamorphose plus 
complète. 

Cette mutabilité, qui s'étend aux trois groupes, explique 
les difficultés qu'on rencontre, lorsqu'on cherche à représen- 
ter les transcendantes elliptiques et leurs fonctions inverses 
par des arcs de courbe et des lignes droites, à la manière de 
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la transcendante circulaire et des fondions trigonométri- 
ques. H faut admettre, 'en quelque sorte, autant de sys- 
tèmes représentatifs distincts qu'il existe de valeurs de h \ 

ceux de ces systèmes qui répondent à A = o,A=i, A = -» 

sont connus et sont très-différents. Dans la théorie qui nous 
occupe, ces difficidtés sont écartées : les trois variétés des 
transcendantes elliptiques de première espèce expriment la 
température , dans les trois familles de surfaces isothermes 
du second ordre , lesquelles sont homofocales \ et si Ton 
prend pour unité de longueur la demi-distance focale prin- 
cipale, les fonctions inverses des transcendantes sont les 
axes mêmes des surfaces isothermes. Cette représentation, 
à la fois physique et géométrique , est simple , générale et 
naturelle. En comparaison, toute autre paraît compliquée, 
partielle ou factice. 
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CINQUIÈME LEÇON. 

Système conjugué. — Transformations réelles des fonctions (A,, B,, C|) et 
(A,, B,, C,) en (A, B, C). — Propriétés et classement des neuf fonctions. 
— Formules de toutes les transformations réelles. — Généralité de la pé- 
riode réelle. — Anomalies. 



§ XLVII. 
SYSTÈME CONJUGUÉ. 

Le système triple de surfaces isothermes défini au 
§ 36 est particularisé par la valeur de la ligne con- 
stante b , ou par celle du rapport A = — D existe autant de 

systèmes semblables que de valeurs du rapport A, com- 
prises entre zéro et Tunité. Mais tous ces systèmes sont 
conjugués deux à deux; au système correspondant kbelk 
se trouve conjugué celui dans lequel b est remplacé par 



fc'= ^c* — i*, A = - par A' = — = \/i — fc', et réciproque- 

ce 

ment k par Ar. Dans les transformations qui vont suivre , il 
sera nécessaire de considérer ce système conjugué en même 
temps que le premier; nous le désignerons en accentuant 
les paramètres géométriques et les fonctions inverses qui 
lui appartiennent. 

Par exemple , à la famille des hyperboloïdes isothermes 
à deux nappes , particulièrement étudiée dans la leçon pré- 



— c = o 
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cédente, appartient le tableau suivant : 

i=-c I j xs=zc I — — ■ — T . 

v = rA(f), V^^»— v'=cB(f), v/c'— v'=:cC(f), 

et la famille des hyperboloïdes à deux nappes du système 
canjugué sera représentée par le nouveau tableau 

r' ^v' , r^' dv 

s =Z C I , , — t CT=rC I , , ? 






X^ Y' Z 



{2) A''(e) B"(e) C'[z) 

1 = ;t', Vf £_ _ ^.^ ^„ ^. ;j.2 ^ ,^ 

' c c 

^'^-'-'^=Wr 8'('''-)=*^' ^'('''-«)=4 

Les fonctions inverses A', B', C ont identiquement les 
mêmes propriétés que A, B, C; il n'y a d'autre diffé- 
rence que dans la grandeur de là période, qui est 4 <7 pour 
A, B, 2ar pour C, et 4^' pour A', B', 20' pour C, Les 
dernières lignes des deux tableaux précédents reproduisent 
les formules (i3) du § 42, donnant les fonctions inverses du 
complément de e, qui est (ct — e) au premier tableau, et 
(or' — s) a\i second. 



n 
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§ xr.viii. 

TRANSFORMATION DES (A,, B,, C.) EN (A', B', C). 

La famille des hyperboloïdes isothermes à une nappe au 
paramètre géométrique fx , étant représentée par le tableau 

J^ y^pi«_^îy^c«— pi» Jh ^pi»— 6' yc»— pi» 

(3) fx = cA.CO> V^fx'-A«=cB,(6), v^c»-pt« = cC.(e), 

ÂîT7)-*-Br(r)-cr(7) -"'=*'' 

on obtient les fonctions inverses Ai, Bi, Cj à Taide des 
fonctions A', B', C, du système conjugué, par la transfor- 
mation suivante. Posant 

(4) pi = y'c^— v'% d'où* y'pL» — A' = sjb'--^^/^ )Jc^-^it'= v', 
on en déduit d'abord 

y'pt» — ô" y/c» — pi» = v' v^6'' — v'% i/pi = — 



t j I 






^ 4- , . =o. 



y^pi» — ^» y'c» — pi» si h"" — v'» V<^ — V» 

puis , par l'intégration et par une double détermination de 
la constante introduite g^ 

J^ VV— ^V^'— f*' «^ y^'»— v'Vc»—v'» 

car, d'après les relations (4 ) : i** quand fx = c , v' est zéro , 
la seconde intégrale (5) s'évanouit, la première devient 
vji , donc gf = CTi -, a** quand yL = b^ v' est égal à i', la pre- 
mière intégrale (5) s'annule, la seconde devient ct', donc 
gz=zz5\ Ainsi les deux intégrales définies tSt et u' sont 



^ 
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égales entre elles , c'est-à-dire que Ton a 

D'après cela, la première intégrale (5) étante, la se- 
conde sera ( o' — e) , et on aura actuellement 

Ces valeurs, jointes à la seconde ligne du tableau (S), 
transforment les relations (4) dans les suivantes: 

(6) A.(6) = C'(i!t'-s), B.(e)=B'(o'-£), C.(£) = A'(cT'~e), 

et, d'après les dernières formules du tableau (2), on a 
aussi 

(6j/,)A,(o=ê47)' «•(')='^Ë^' '■^^''>=Wy 

équations qui expriment directement les fonctions 

A„ Bi, Cl à Taide des A', B', C. 

§ XLIX. 
TRANSFORMATION DES (A„ B,, C,) EN (A, B, C). 

La famille des ellipsoïdes isothermes , au paramètre géo- 
métrique p , étant représentée par le tableau 

Je Vp'— ^'v^p«— c»' ' Je v^p»— ^Vp'— c'» 

(7) p=rcA,(£), v^p»-^»=rcB,(e), V^p'~ r»=: cCa(6 ) , 



Aî(0 b;(o c;(s) 

on obtient les fonctions inverses As, B), Cs à Taide des 



> 
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fonctions A , B, C par la transformation suivante: posant 

(8) p=i^ d'où v'p'^=^= è ^^EZ, ^f^ii7'=c^l^E^, 

V V V 

on en déduit d'abord 

dû fiv 



puis, par Tintégration, et par une double détermination de 
la constante introduite gr, 

car, d'après les valeurs (8) : i** quand p =± oo , v est zéro , 
la seconde intégrale (9) s'évanouit, la première devient xSf^ 
donc g^ = CTj •, 2° quand p ^= c^ v devient égal à A , la pre- 
mière intégrale (9) s'annule, la seconde devient ta, donc 
g=TS. Ainsi les deux intégrales définies t7s et zs sont égales 
entre elles, c'est-à-dire que l'on a 

{obis) ZJ2:=C I ^ =g f , f =0'' 

Je sjp'^h^slf-^c'- Jo Slb^ — V V^ — v^ 

D'après cela, la première intégrale (9) étant £, la se- 
conde sera [xs — s), et l'on aura actuellement 



v = cA(i!J— e), \/A^— .v2=cB(ct — «), V^c» — v2 = cC(iîî — e). 

Ces valeurs, jointes à la seconde ligne du tableau (7)) 
transforment les relations (8) dans les suivantes : 

10 Aa6)=-^ , B,(e=it-) {, C,e=^i^-- (, 

' A(cj — e; A(cT — g) A(o — e) 

et, d'après les dernières formules du tableau (1), on a 

5 
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aussi 

équations qui expriment directement les fonctions 

(A„B„C.)en(A,B,C). 

PROPRIÉTÉS DES (A,, B,, C..) 

Les relations (6 bis) conduisent aux propriétés et à la 
définition des fonctions inverses Âi, Bi, Ci, ou des axes de 
l'hyperboloïde isotherme à une nappe. En effet, si Ton 
passe des formules du § 42, qui concernent les fonctions 
A, 6, C, à leurs conjuguées en A', B', C, on déduira de ces 
dernières, et par les relations (6 bis)^ le tableau 

e = G, u', 2 cj', 3 ci', 4 ^'5 

A, = /•, I , ^s I , X-, 

^^ ' ^ B, = o, A\ o, — /', o, 

C, =X', o, — /•', o, X', 

et les formules 

iA,(±6) = A,(0, A.(s4-2o') = A,(6), 
B,(±:s) = ±B.(8), B.(f-|-4cT')=B,(«i), 
C. (± .) = C. (6), C. (£ 4-4«x') =c. (0. 

D'où Ton déduit les conséquences suivantes : la fonc- 
tion Bi est impaire; les fonctions Gi et Aj sont paires. Ces 
trois fonctions sont périodiques; la période étant 4 ^ pour 
Bi et Cl, 2 o' pour Ai. Par leurs variations de signes et de 
grandeur, les fonctions Bi et Ci se conduisent respective- 
ment comme les fonctions A et B, ou A' et B'5 Bi est donc 
un pseudosinus, Ci un pseudocosinus. La fonction Ai qui 
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n'est jamais nulle, et qui oscille entre le minimum A et le 
maximum i, est un pseudorayon comme C ou C; avec , 
cette différence que Ai arrive à son maximum quand C 
atteint son minimum, et réciproquement. 



S LI. 

PROPRIÉTÉS DES (A,, B„ C,). 

Les relations (lo bis) conduisent pareillement aux pro- 
priétés et à la définition des fonctions inverses Af, Bf ^ Ce, 
ou des axes de Tellipsoïde isotherme. A l'aide de ces rela- 
tions, les formules du § 42 donnent le tableau 



[ » — o , 




CI, 


2 GT, 


3gt, 


4w, 


12) < ^ 




00, 
00, 


'> 

-X', 


00, 
00, 




c, — o 4-, 


00 


> 


o-h, 


00—, 


0, 


et les forinules 













A,(±:s)== A,(s), A,(g4-4a)=:A,(£), 

(izbis) { B,(dbs) = É,(6), B,(g4-4w) = B,(£), 

C,(±Ê)=±:Ca(6), C,(6H-.2cr) = C,(e). 

D'où Ton déduit les conséquences suivantes : la fonc- 
tion Cf est impaire^ les fonctions A) et B^ sont paires. Ces 
trbis fonctions sont périodiques *, la période étant 4^ pour 
Ai et Bs^ 2CT pour Ct. Par ses variations de signe et de 
grandeur, la fonction C^ (e) est analogue à tange; nous la 
nommerons une pseudotangente. Les fonctious A^ et Bs 
rappellent les propriétés de séc e ^ nous les nommerons des 
pseudosécantes : il y a toutefois cette différence , que les 
limites absolues de Af sont toujours l'unité et l'itifini , 
comme pour séc e, tandis que ces limites sont la constante k* 
et l'infini pour B,; 

5. 
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$ in 

CLASSEMENT DES NEUF FONCTIONS. 

En résumé, les neuf fonctions inverses, introduites au 
^ 36, comprennent : deux pséhdorayons (C et Ai), deux 
psendosinus (AetBj), deux psendocosinus (B et Ci), deux 
pseudosécantes (Af etBt), une pseudotangente (Cs). 

Trois de ces fonctions sont impaires ( A, Bi, Ct) , les six 
autres sont paires (B, C, Ci, A] ; As, Bf ). De telle sorte que 
dans cliaque groupe (A/, B,, C,) il n'y a qu*une fonction 
impaire, les deux autres étant paires. 

On remarquera que la fonction impaire, pour chaque fa- 
mille isotherme, forme le dénominateur du terme qui pré- 
cède la variation, dans Féquation de cette famille [ tableaux 

(0.(3), (7)]. 

S LUI. 

TRACÉS GRAPHIQUES. 

Les figures suivantes représentent les tracés graphiques 
des courbes ayant pour ordonnées les fonctions Ai, Bi, Ci, 
et As, Bj, Ci, l'abscisse étant toujours le paramètre thermo- 
métrique e. L'inspection de ces figures, et les lettres qui sV 
trouvent, nous dispenseront d'en détailler la construction. 
La première figure reproduit les tracés des courbes A, B, 
C, afin que l'on puisse mieux saisir leurs rapports avec les 
courbes AtyBt, Cs; la période 4^? ^^ couséquemment la 
quatrième partie i7, qu'on peut appeler quadrant y étant 
les mêmes pour les deux groupes. Les courbes j = As (e), 
et y = Bs (e), ont la forme de la courbe j^ =: séc e ; For- 
donnée aux sommets est k' pour Bs, i pour As* La courbe 
y ±= Cs (fi) a la forme de la courbe j = tang e 5 maîs.rîn- 
clinaison de la tangente au point dinHexion est inférieure 
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à 45 degrés : car 

— ^ = AaB3 devient X' pour e = o, 2ct, 4ct. 
La dernière figure est analogue à la première, les courbes 




B|, C| , Al, se substituant respectivement aux courbes A, B, 
C, mais avec des différences qu'il importe de signaler. Le 
quadrant est xsf pour A,, Bi, Ci, et zs pour A, B, C. Les deux 
courbes ^ = Bi (s) et j^= Ci (e) ont la forme sinusoïdale^ 
mais l'inclinaison aux points d'inflexion n'est pas de 4^ de- 



Il 
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grés ] elle est moindre pour Ci, moindre encore pour Bi , car 
' = — A, B, devient — A' pour s = w', X''poure= 3ô', 



~d7 



= C, Al devient Ak' pour e = o, — Ak' pour £ = 20', 



de sorte que si Ton fait subir à Tune des deux courbes, B| 
et C], une translation d'un quadrant , parallèlement aux 
abscisses, les deux courbes ne se superposeront pas : les 
sommets et les points d'inflexion se confondront, mais en 
tout autre lieu les deux courbes resteront séparées; la 
courbe El, ou le pseudosinus, étant toujours plus rappro- 
chée de Taxe des abscisses que la courbe Ci , ou le pseudo- 
cosinus. Jj'in verse a lieu pour les courbes A et B, car, après 
la translation d^un quadrant, le pseudosinus A est toujours 
plus éloigné de Taxe que le pseudocosinus B. Il est à remar- 
quer que Tinclinaison à l'inflexion est la même pour les 
deux courbes B et Bi ; la tangente trigonométrique de cette 
inclinaison commune étant klif en valeur absolue. 

La courbe y = Ai (e) est analogue à la courbe C, mais 
elle commence par son minimum, tandis que C part de son 
maximum. C'est la seule diSérence essentielle; car, d'après 
les différentielles (6) du § 37, 

_=B.c., — = a.(c:-b:). 

et Ton a, aux points d'inflexion de Ta courbe Ai, 

cî=b; = *-, 

• ' 2 



-v/^=\/m'-(^7> 



I-h^ 



^A. . X" 



fie 2 

vc qui montre , comme au § 45 , que la droite parallèle 
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aux abscisses menée par ces points partage la courbe inéga- 
lement, les parties supérieures étant aussi plus courtes que 
les parties inférieures. 

S u\. 

FORMULES DE TOUTES LES TRANSFORMATIONS RÉELLES. 

Après avoir étudié particulièrement le groupe des fonc- 
tions inverses (A,B,C), ou (A'5B'5 C), nous avons déduit 
de cette première étude les propriétés des deux autres 
groupes (A|,Bi,Ci) et (Aj, Bj, Cj), à Taide des relations 
(6 bis) et (lo bîs) que l'on peut écrire ainsi : 



(i3) 



A, = ^,, 


B. *ç,, 


C-^' 

C.-^, 


A== k -, 


B._ g , 


C,= A'-^, 


A'-*' 

A.-- ^, 


^.=*'r 




A' X'—, 


R- **' 


^•=*b" 



sans indication de la variable e, qui est la même pour 
toutes ces fonctions, et en y joignant leurs conjugées, c'est- 
à-dire celles qu'on en déduit par le changement de Ar 
en k. 

Or, des éliminations faciles donneront les nouvelles re- 
lations : 

A - ^" H-i^'' C-^' 



04) 



A_^, B_A^, C_^, 

Ai a, Ai 
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qui expriment les groupes (A2,Bs, Cs) et (A, B, C), à 
Taide du groupe ( Ai, B,, C| ) 5 et encore celles-ci 



(.5) 



^-* B,' ^- V 


«^-"E- 


A.= 5^, B. = *'§-, 
A, A, 




A' i'^J D/ "* 


c'=*J;, 


A,_ j_, B,_* _, 





qui expriment les groupes (A, B, C) et (A|, B|, C,), à 
l'aide du groupe ( Af, Bj, Cj). 

Les trois groupes de fonctions inverses sont donc telle- 
ment liés, que de Tun quelconque d'entre eux on peut 
déduire les deux autres. Les formules d'Euler, exprimées 
en (A , B, C) au § 41, donneront facilement les formules 
analogues en (Ai, Bi , C^) et en (A9, Bj, Cs) : s'il s'agit 
d'obtenir Ai (a ± jS), B, (a zb P), Ci (a ± ^), on trans- 
formera d'abord les formules primitives en (A', B', C) 
par le changement de k en A', puis oa y Stubsti tuera les 
(A', B', G') en (Ai, Bi, Ci) à Taide des dernières rela- 
tions (14)5 s'il s'agit d'obtenir A, (a zh (3), B, (a ± P), 
Cl (a ih (3), il suffira de substituer dans les formules pri- 
mitive3 les (A, B, C) en (Aj, Bj, Cj), à l'aide des pre- 
mières relations (i5)', et, par des calculs faciles, on isolera 
les nouvelles inconnues. 

GÉNÉRALITÉ DE LA PÉRIODE RÉELLE. 

Les relations (i3), (i4) et (i5) réunissent toutes les 
transformations réelles qui peuvent faire passer d'un dea 
trois grouj)cs (A,, B^ , C,) à un auUe. Les §§ 48 et 49 in- 
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diqueul de quelle nianièie s'effectuent ces transforma- 
tions. Cette liaison générale montre que toute propriété 
d'un des trois groupes a sa propriété correspondante dans 
chacun des deux autres. C'est ainsi que la périodicité 
réelle, signalée primitivement dans le groupe (A, 6, C), se 
retrouve dans les deux autres , avec la seule différence du 
changement de xs en vsf^ quand il s'agit de (Ai, Bj, Ci). 

On remarquera que pour les neuf fonctions inverses 
(A,-, B,, C,), et pour les neuf fonctions conjuguées 
(A/ , B/ , C; ), les périodes sont égales à deux ou à quatre 
fois tr ou ij' 5 c'est-à-dire que la connaissance des périodes 
réelles, appartenant à ces dix-huit fonctions, n'exige pas 
d'autres déterminations numériques que celles des inté- 
grales définies rs et cj'. Ces deux nombres dépendent d'ail- 
leurs du rapport h^ et changent avec lui. 

§ LVI. 

ANOMALIES AUX LIMITES DE /. 

Lorsque h est égal à zéro ou à l'unité, le système des 
dix-huit fonctions doit se réduire à celui des huit fonctions 
inverses distinctes appartenant aux surfaces de révolution 
isothermes du second ordre, et qui sont, comme nous t'a- 
vons vu , séc e , tang e , coséc s , cotang e , et H séc e , 
H tang 6, H coséc s, H cotang s. A cette limite, la pério- 
dicité n'existe plus que pour quatre des huit fonctions, et 
leurs périodes ne dépendent que d'un seul nombre qui est tt. 
Pour les quatre autres, la périodicité a disparu, ou bien 
leurs périodes réelles sont infinies. Mais nous savons que 
ces dernières ont des périodes imaginaires , et ce nouveau 
genre de périodicité ne peut être que la trace, subsistant, 
à la même limite, d'une propriété générale appartenant au 
système des dix-huit fonctions ; propriété nouvelle qu'il 
importe de rechercher et d'étudier. 
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Après avoir trouvé en quoi consiste cette propriété, nous 
aurons à examiner de plus près la transformation, en 
apparence si subite et si discontinue, d*un système général 
de dix-huit fonctions inverses, qui se réduisent à huit seu- 
lement. On conçoit, en effet, qu'en suivant une quelconque 
des dix-huit fonctions du système général, dans tous les 
états de grandeur que fait naître la variabilité du rapport A, 
on doit trouver ce qu'elle devient, ou quelle place elle oc- 
cupe, lorsque h est égal à zéro ou à Funité. C'est là ce que 
nous chercherons. 
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SIXIÈME LEÇON. 



Transformations imaginaires des fonctions inverses. — Périodes imaginaires. 
— Double périodicité. — Transformations complémentaires. — Valeurs qui 
annulent et rendent infinies les fonctions inverses. — Multiplication des 
transcendantes. — Découverte d'Abel. 



§ LVII. 

DÉFINITION ET EXEMPLE. 

Les neuf fonctions (A,, B„ C,), jointes à leurs conjuguées 
(A^ Bl Q), forment six groupes , contenant chacun trois 
fonctions inverses d'une même famille de surfaces isother- 
mes. Nous avons vu comment, à T aide d'une transformation 
réelle, on pouvait passer d'un des six groupes à un autre, 
convenablement choisi. Il s'agit maintenant de rechercher 
si le même genre de passage peut aussi s'opérer à Taide 
d'une transformation imaginaire. Un exemple, pris dans le 
système des surfaces isothermes de révolution , définira ce 
nouveau procédé. 

On sait que les fonctions inverses appartenant aux hyper- 
boloïdes de révolution à une nappe sont 

— -T— r» „ ! 9 on HsécE, H tance. 

E(£) E(£) *" 



Or si l'on change, dans ces fonctions, e en e ^ — i , on a 
identiquement 



sm E 

9 — ; — , . ^= V — ' y 



= V-i 



E(sv^ir"i) cosfi E(ev/— i) cose 

ou 

H séc(£ y^ — i) = secs, H tangos y' — = V^ — ^ ^angs; 



à 
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et séc 6, taiig e, sont les fonctions inverses des ellipsoïdes 
planétaires , auxquelles on est ainsi passé , à l'aide d'une 
transformation imaginaire. 

§ LA^III. 
MÉTHODE DE RECHERCHE. 

On observera que , dans cet exemple , la fonction paire 
H séc (e v/ — I ) a produit directement la fonction paire séc c, 
et que la fonction impaire H tang(s y' — i) n'a donné la 

fonction impaire tango qu'avec ^ — i pour coefficient. Cette 
remarque, toute simple qu'elle soit, est la clef, ou le point 
de départ de la recherche qu'il s'agit de faire. En effet, s'il 
est possible de passer d'un des six groupes du système géné- 
ral à un second, par le changement de s en e sj — i , la fonc- 
tion impaire du premier groupe doit donner la fraction im- 
paire du second, avec y/ — i pour coefficient 5 c'est-à-dire 
que si F et G sont ces deux fonctions impaires, on devra 
avoir 

(1) f(6v^-7)=v^37g(e). 

Il est d'abord évident que, F étant une fonction impaire 
quelconque, le résultat du changement de sa variable s en 

e sj — I donnera toujours le produit de v^ — i par une fonc- 
tion impaire G de s 5 mais pour que , F étant une fonction 
inverse, G en soit une autre, il faut certainement une 
condition. C'est cette condition qu'il faut trouver. 

§ LIX. 
CONDITION DUNE TRANSFORMATION IMAGINAIRE. 

Rappelons la liaison d'une fonction inverse impaire avec 
sa variable. Les équations (6) du § 37 donnent, pour les 
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fonctions impaires A , B| , C,, 



BC C I A I A 3 B 



3 



Si, à Taide des relalions (5) du même paragraphe, on 
substitue les valeurs de 6 et C en A , de C, et A] en B| , de 
Af et Bt en Ct , les fractions 

dA r/B. dC^ 

seront respectirement les différentielles des variables dont 
A, Bi , Cs^sont les fonctions inverses; et les fractions 

% 

exprimeront respectivement les différentielles des varia- 
bles ayant A', B', , C\ pour fonctions inverses. Désignons gé^ 

di 
néralement les six fractions (2) et (3) par '^-—. ledéno- 

minateur symbolique indiquant le produit de deux radi- 
caux en 'T', dont la forme diffère avec S, 

Cela posé , F et G étant deux des six fonctions A , B] , Cf , 
A', VI ^ y C, , on a, par hypothèse, Téquation (i), ou sim- 
plement F = G. v/^^^. Or, la variable de F étant e \l — 1, 

d¥ 



la différentielle rf.e ^ — i de cette variable sera . ; la 

variable de G étant e, la différentielle //.s de cette va- 



dQ 



riable sera 5 et, puisque d. e ^ — 1 = v— 1 d. î , on 

doit donc avoir 

.,. d¥ _ dO 

Telle est la condition nécessaire pour que le changcmeol 



r 
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de e en t^ — i transforme la fonction impaire d'un des s\\ 

groupes, dans le produit par ^ — 1 de la fonction impaire 
d'un autre groupe. 

§ LX. 

TRANSFORMATIONS IMAGINAIRES DES (A,, B„ CJ. 

Il est maintenant facile de reconnaître, à Tinspection 
des six fractions (2) et (3) , quels sont les couples de fonc- 
tions impaires qui se prêtent à ce genre de transformation. 
On a d'abord le couple ( A , C, ) , car si dans la fraction 

^A y ^ 

» CD pose A:=v — 1 Cj, 



elle devient 

et la condition (4) est vérifiée. On a aussi le couple (B,, B',). 
car si dans la fraction 

rfBi ^ # , 

1 on pose B = y — 1 B , ^ 



slk'^ — Bî ^k^ 4- B^ 
elle devient 



sik' — B'; sjk'^ + BV ' 



et la condition (4) est encore satisfaite. 

Le premier couple (A, C',) a son réciproque (C,, A) 5 
ces deux ont leurs conjugués (A', Cj) , (C2, A') ; le second 
couple (Bi, B',) a son réciproque (B' , Bj) qui est en même 
temps son conjugué', ce qui donne exclusivement aix cou- 
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pies sur lesquels l'épreuve réussit. Il existe donc, pour les 
six groupes du système général que nous étudions, six 
transformations imaginaires qui sont respectivement défi- 
nies par les six formules 



(5) 



A 

C, 

A' 

C. 
B, 
B'. 



«V- 






^ 



f= 



^ 



) = 
) = 



V'~A{.), 
V^^A'(.), 



A chacune de ces formules il faut joindre les fonction» 
paires correspondantes, lesquelles se transforment sans 
coefficient; on les obtient à l'aide des relations (5) du §37, 
ce qui donne le tableau suivant : 



(S bis) 



B (s^=^) 

B'(8v/~) 
B,(ïv/^) 

C,(sv'^) 



B',(0. 
B(«), 

B.{0, 

B'(0. 

A'.(0, 
A, (s), 



C {e vCT) = A', (e), 



A',(ev/=n-) 
A,(sv'^) 

A,(evC:7) 

A'.lsv'^T) 



Ai(«). 
C'(e), 

C,(e). 



§ LXI. 

PÉRIODES IMAGINAIRES. DOUBLÉ PÉRIODICITÉ. 

Ces formules (5) et ( 5 bis) établissent facilement la dou-' 
ble périodicité des neuf fonctions inverses (A,-, B,-, C,); car^ 
puisque chacune d'elles a une période réelle, il résulte des* 
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liaisons précédentes qu'elle a aussi une période imaginaire. 
En eflet, prenons parti culièremenl la fonction Ai 5 on sait 
déjà qu'elle ne change pas quand on augmente la variable 
de 2 z ct', / étant un nombre entier quelconque ^ mais dans la 

formule C (ey^ — i) = A,(6), prise au tableau (5 bis) ^ le 
premier membre ne changera pas non plus, quand on rem*- 

placcra sa variable e s/-—i par e ^ — i — 4/^) ] étant en- 
core un entier quelconque, ou par (e -(- 4/cJ V^ — * ) V^ — ' > 
c'est-à-dire quand on ajoutera 4/^ V — * à s^ le second 
membre Ai (e) de la même formule devant jouir de la même 
propriété, il s'ensuit que la fonction Ai ne change pas quand 

on ajoute 4j^ ^ — i à sa variable. On a donc, en réunis- 
sant les deux additions périodiques, 

A| (s 4- 2/ct'-I- ^jtsyj — I ) = A, (g)» 

Les autres fonctions inverses, considérées successive- 
ment, en ayant égard aux différences des périodes réelles, 
signalées aux §§ 43, 50, 51, conduisent à des conséquences 
analogues, et l'on a le tableau 



^A (3 
B( 



s -f- 



4/cr -f- 2ju \/—l) = A(£), 

2/cH-47^'V^^) = C(s); 



(6) 



A, (g H- 2 /et' 4- 47'^ v'— == A, (g), 
/ B. (g -4- 4 /cj'-+- 4y C7 v/-^ ) = B, (g), 
C, (g-^4m'-^2ycT v/^) = C,(g); 

A2(g -h 4'w H- 2ycT'y/~i ) = A2(g), 



B2(g -i- 4'cï + 4yoV— = ^^(s)» 

\ C, (g 4- 2/ct 4- 4y c^' V^^^) = C, (g); 
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qui résume à la fois la double périodicité des neuf fonctions 
(A,-, B,, d) elles variations que subissent leurs périodes, 
quand on passe d^une fonction à une autre. On aura un ta- 
bleau semblable pour les fonctions conjuguées- (A^ , B^ , C|), 
en changeant u en X3\ et réciproquement. En résumé, les 
dix-buit fonctions du système général ont chacune une pé- 
riode réelle et une période imaginaire ; et toutes les pé- 
riodes ne dépendent que des nombres n et u'. 

§ LXII. 

TRANSFORMATIONS COMPLÉMENTAIRES. 

L'introduction de certains compléments , différents d'un 
groupe à l'autre , conduit à d'autres formules de transfor- 
mation qu'il importe de connaître. Rappelons les équa- 
tions (6) du § 48, qui donnent en y joignant leurs conju- 
guées , 

f A, (s)=a (cr'-e), B. (e)=B' (.t'-s), C. (e)=A' (nr'-s), 
^^^ (A;(s)=C(o-e), B',W=B(o — 6), Cr.(e)=A(a~£). 

Dans la dernière de ces formules, changeons s en e y^ — i , 

A{u — e s/ — 1 ) sera égal à C» ( e ^ — i ) , qui , d'après le ta- 
bleau (5), est égal à Ai(£)*, en outre, on peut écrire 

A (ty — e V — I ) sous la forme 

ou , A étant une fonction impaire, sous celle-ci 

et, d'après le tableau (5), cette dernière expression est 

égale à T/, (e 4- tj y — »)• On a ainsi la première ligne 

V— I 

G 
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du groupe suivant : 
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(8) B(o—tv'37)=:B'.(ev'3T) = ^1178,(0=8', (.4-nTv'=T), 
C(s,_tv'i:T)=A;(ïv'^) = C,(.) = A',(e + o^=T), 

les autres lignes résultant des mêmes transformations et de 
rapprochements semblables. 

Le gjPQupe (8) conduit au tableau que voici : 



(9) 



A 
B 
C 

A, 
B, 
C, 

A, 
B, 

C, 






— s 



— e 






v/-iB,(s), 
= C,(e); 



'vC:7-0 = A,(ev'^),. 

u' v'^ — s) = — B,(j vZ-i"). 



W 

X3 
XS 
XS 



-f-dV— I — 6) = A{£), 



La première case était écrite. Pour la seconde, on rem- 
place Téquation A', ( s -f- tr s] — i ) =A'^(6 ^ — i), incluse 

augroupe (8)ypar sa conjuguée As(cyV — i -|-s)= Ai (e V^^), 
puis on change le signe de £ ; et les autres formules de la 
même case s'obtiennent de la même manière. La troisième 
case se déduit des deux autres : car si, dans la première 
formule de la seconde case , on change t en e — ct , 

A, (tj-f- ny' v^ — I —e) sera égal à A^ [(e — nï)\/— i}, qui, 
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d'après la première case,eslégalà A jtj — ^ — i [(e — X3)^ — i]^, 
ou à A [z)\ et les deux autres formules résulteut de la même 
opération. 

A Taide des tableaux (6) et (9), aussi importants Tun 
que l'autre , on détermine toutes les valeurs réelles et ima- 
ginaires de la variable, qui rendent une quelconque des 
neuf fonctions (A/, B,^ Q), ou nulle, ou infinie^ 



S LXIII. 

VALEURS ANNULANT LES FONCTIONS INVERSES. 
Dans le premier cas , on sait déjà que 

A(o)=:o, B(ct)=:o; B,{o) = o, Ci(i»') = o; C,(o)=:t>. 

Pour la fonction C, la demièi^e formule du tableau (9) 

a son premier membre nul quand e = tJ -f- cy' ^— • 1 5 il doit 

en être de même du second^ donc C (lï -f- tj' ^ — i ) = o. 
Pour la fonction A, ^ la première formule du même tableau (9) 

a son premier membre nul quand e = -t= = — tj v^ — i > 

il doit en être de même du second 5 donc A, (ty \J — i) = o. 
Pour la fonction Bf , le second membre de la seconde for- 
mule de la deuxième case du tableau (9) étant nul pour 
6 == o , il doit en être de même du premier membre 5 donc 

Bj (©' ^ — i) 2= o. Enfin, pour la fonction A|, le second 
membre de la première formule de la même case étant nul 

quand e = — ct , le premier donne h%\xs-\-xs' y/ — i ) = o. 

Si, à ces valeurs particulières, on ajoute les multiples 

indéterminés des deux périodes qui appartiennent à chaque 

6. 
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fonction , d'après le tableau (6), on aura 



\ 



(lO 



A (4/1: 
B [(4i 
C [(2/ 



-2ycï' v' — I ) = o, 

1)0 + 4y«iï'V' — '^l 

i)BrH- (4y-+-l)Br'v' 



= o 



-]= 



o; 



= o. 



A, [210 -H(4y + i)cT \/ — i] 

B, (4'*o'-h 4/«^ \' — i) =0, 

C, [(4' -+-ï' ct'+ 2y \ —^1 = o; 



/-+- 



/«j 4- 



i)CT-h(2y-|-i)cy']v — I 
(4y-t-i)o'v'^] = o, 
4yo' V — I ^ =0; 



= o 



A.[:4 

B.[4 



quels que soient les entiers 1 et y. Et , par rindétermination 
de ces deux nombres, les parentbèses du tableau (10) re- 
présentent toutes les valeurs réelles et imaginaires de la 
▼ariable, qui rendent nulles les fonctions (A., B,, Q). 

§ LXiy. 
VALEURS RESDANT INFINIES LES FONCTIONS IN'A'ERSES. 

Dans le second cas, on sait déjà que les fonctions A,, 
Bi, C| sont infinies y quand leur variable est égale à xs. En 
conséquence , et d'après la troisième case ( 9) , les fonc- 
tions A, B, C seront infinies, quand leur variable sera 

^ale à o' V — i; et, d'après la deuxième case, il en sera de 
même des fonctions Ai, Bi, Ci, quand leur variable sera 

^ale à ct'h- xs y' — 1 (car — s V — i = ni'-f- xs >i — i donne 

xs' V — I — £ = cy). 

Si l'on substitue respectivement ces valeurs particu- 
lières de e, dans les formules du tableau (6) , il donnera le 




suivant : 



(") 
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4 /ci -|-(2y 4-i)ct' ^—i] =00, 

2/CT-i-(4y-i-i)tj' v/^] = Qoj 

(2/H-i)cT'-|-(4y-M)o \/^] = Q0, 

(4/-hi)w'-f-(4y-M)o' v'^^] = x , 

(4/ -M) o'-t- (2y 4-1) CT V^^] = 00 ; 
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A, 



(4«-n)a + 270' v^—i] 
(4/-f-i)ci -4- 4y ct' v'—^] 

(2/-m)ct -H4ycT' v^^J 



= 00 



00, 

00 . 



Et , par rîndétermination des deux nombres entiers i et/, 
les parenthèses de ce tableau (11) représentent toutes les 
valeurs réelles et imaginaires de la variable, qui rendent 
infinies les fonctions (A, , B,, Q). 



§ LXV. 

MULTIPLICATION DES TRANSCENDANTES. 

Désignons par F une quelconque des neuf fonctions in- 
verses , et représentons les formules qui la concernent aux 
tableaux (lo) et (11) par les suivantes : 

(12) F(lr-hrpv/^) = o, F(jrH.J'ps/^)=:oo; 

r étant égal à ct, p à cr', si F appartient à l'un des groupes 
(A, B, C) ou (As, Bj, Ci)] et inversement, r étant égal 
à n', p à cr, si F appartient au groupe (Ai, Bi, €1)5 les 
quatre nombres entiers I, F, J, J', ayant chacun, suivant 
le cas, l'une des quatre formes 2|?, 2p-f-i) 4/^j 4p-+"ï« 
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11 s'agit de résoudre le problème suivant : ayant pose 

F(e) = x, F(«g) = X, 

où n est un nombre entier, on se propose de déterminer X 
en fonction de x. Il résulte des formules (12) que, pour 
toutes les valeurs de x comprises dans Téquation 

,.a, „rC-MEî). 

X sera nul; et qu'il sera infini pour toutes les valeurs dex 
que comprend l'équation 



(i4) 



^pI' J^-MVn/— i \ 



D'après le tableau (6), le nombre des valeurs distinctes 
de x^ données par chacune des équations (i 3) et (14)9 en y 
faisant varier les entiers I, F, J', J, est limité^ il ne saurait 
surpasser n*. 

On peut conclure de là que X s'exprimera en Xy par 
une fraction , dont le numérateur sera le produit de tous 
les facteurs distincts de la forme 



L_K(-ti^)] 



et le dénominateur le produit de tous les facteurs distincts 
de la forme 

cette fraction étant multipliée par un coefficient constant. 
On aura donc, en employant une notation connue. 
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la constante M pouvant être déterminée, à TaidQ d'une 
valeur particulière de e , à laquelle correspondent des 
valeurs connues et convenables de a: = F (s), et de 
X = F(ne): 

§ LXVI. 

DÉCOUVERTE D'ABEL. 

Telle est la solution générale du problème de la multi- 
plication des transcendantes elliptiques. Telle est aussi la 
véritable découverte d'Abel, comprenant à la fois la double 
périodicité, ou le tableau (6), les tableaux (lo) et (ii), 
ou les séries des valeurs de la variable qui annulent et 
rendent infinies les fonctions étudiées ; enfin , la for* 
mule (i5), qui était le but principal. Restreindre cetle 
découverte à sa première pai'tie, comme on le fait souvent, 
c'est oiéconnaître son importance et sa grandeur. 

En effet, la véritable question que se proposait Âbel^ 
c'était le problème de la multiplication des transcendantes 
elliptiques, dans toute sa généralité. Les cas particuliers 
qu'on en connaissait, indiquaient la forme algébrique et 
fractionnaire de la solution. Il s'agissait donc décomposer 
le numérateur et le dénominateur de celle fraction. Pour 
cela, il fallait chercher et trouver les séries des valeurs de la 
transcendante , annulant et rendant infinies les fonctions 
inverses. Et pour obtenir ces séries complètes, il était in- 
dispensable d'établir la double périodicité. Telle a élé la 
marche analytique de la découverte dont il s'agit. 



Les formules établies dans cetle leçon ont prouvé, de la 
manière la plus directe, que les fondions (A,, B/, Q) sont 
xloublement périodiques, et peuvent toutes servir à ré- 
soudre le problème de la multiplication des transcendantes. 
Les mêmes formules signalent en outre ' plusieurs difle- 



j 
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rences caractéristiques entre les neuf fonctions inverses. 
Voici les principales. 

Si Ton appelle collectivement quadrant les nombres a, 

ct', xs V — 15 ^' ^—^t on peut dire que le tableau (6) em- 
ploie deux sortes de périodes, les unes à deux quadrants, 
les autres à quatre. On remarque alors que, pour tout 6<^ 
la période réelle et la période imaginaire sont à quatre qua- 
drants, tandis que, pour chaque A, ou Q, Fune des pé- 
riodes est à deux quadrants, Fautre à quatre. 

Abstraction faite des indices et de Taccent , les transfor- 
mations imaginaires des tableaux (5) et (5 bis) changent 
les A en C et réciproquement les C en A , tandis que les B 
sont conservés» Cette loi s'observe aussi pour les transfor- 
mations complémentaires réelles (7). A ce groupe de trans- 
formations réciproques, on peut opposer celui des trans- 
formations complémentaires imaginaires du tableau (9), 
lesquelles sont directes, car dans toutes les A , B, C sont 
conservés 5 ce qui devait être, puisqu'on obtient chacune 
des formules (9) à l'aide de deux transformations réci- 
proques, faites successivement, comme l'indique le ta- 
bleau (8). 
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SEPTIÈME LEÇON. 



Formules d*Euler exprimées en (A, 6, C), en ( A^, B^, GJ, en (A, ^ 6,, G,). 
— Formule unique qui les comprend toutes. — Caractère général des 
fonctions inverses (A^, 6^ G^)- — Compléments naturels de la variable. — 

Formules des fonctions complémentaires. 



§ LXVII. 

RAPPEL DES FORMULES D'EULER EN (A, B, C). 

Les formules d'Euler, exprimées au § 4{ à l'aide des 
fonctions (A, B, C) , conduisent à une propriété différen- 
tielle, commune aux neuf fonctions inverses (A/,B«, Ci), 
et en quelque sorte indépendante du rapport h. Cette pro- 
priété pouvant servir à caractériser exclusivement la classe 
de fonctions dont il s'agit, nous ne croyons pas qu'il soit 
inutile de la faire connaître. 

Les formules du ^it\ sont les suivantes : 

,,,-u-g._, A(«)B(p)C(P)±A(p)B(«)C(a) 
(I) ^B(«dzP)_/ ——.^-—- , 

il s'agit de les exprimer à l'aide des fondions (Aj, Bj, Cj). 
Pour cela, rapprochons aussi les formules (lo) et (lo his\ 



^O LEÇONS 

du § 49, lesquelles sont 

^'^')= A(=r-e)-*Bl7)' 

Ne conservant que les deux premiers membres de chacune, 
on en déduit, par des éliminations faciles, 

Ne prenant maintenant que les membres extrêmes des 
formules (s>.), les mêmes éliminations donnent 

(^^ ^=^B-;' »=^'' ^=<'' 

i>ans désignation de la variable qui est la même pour les six 
fonctions. Ces dernières relations étaient écrites : ce sont 
les premières du groupe (i 5) au § 53. 



§ LXVIII. 

LEUR TRANSFORMATION EN (A,, B„ C,). 

Si dans les formules (i) on change a en ci — a , a d: /3 
deviendra u — a ih j3 , somme que nous désignerons par e. 
On pourra exprimer : i° les fonctions ( A , B , C ) de u — a 
à l'aide des fonctions ( A j , Bj , Cj ) de « par les relations (3) ^ 
2*^ les fonctions (A, B, C) de e et de j3 , à l'aide des fonc- 
tions ( As , Ba , Cf) des mêmes variables par les relations (4) ? 
et , en supprimant le facteur A commun aux deux membres, 



y 
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la première formule (i) deviendra 

_*_ a"A,(p) ^ C.(P) C,(.)B.(«) 
Çîif) _ A,(a)' B;(P) - B.(P) A^-(a) 

B.w~ .., ^ c;(p) 

AÎ{a)'BÎ(P) 
et Ton aura définitivement 

IK\ *hifl - * "A,(a)A.(ft)dLB,(«)C.(«)B,(p)C(p) 
^'; B,(«r)- - AÎ{«)B;(P)-*'C',(P) 

par des calculs de réduction trop simples pour qu*il soit 
nécessaire de les détailler. Les deux autres formules (i) 
donneront de la même manière 



(6) 



( ' _ B,(p)C.(a)A.(«):;:B(a)C(p)A.(p) 
A,(g)^ A.(a)B.(a)A.(p)B.<p):4:/'C,(«)C,(p) 

$ LXIX. 

SYMÉTRIE DU DÉNOMINATEUR. 

Le dénominateur commua des fractions sises aux se- 
conds membres des équations (5) et (6) est, malgré l'ap- 
parence contraire , symétrique en a et ^. En cflTct , si l'on 
extrait du groupe (5 ); § 37, les deux relations 

(7) b; = aî-*', c,' = a;-i, 

on peut exprimer ce dénominateur en A, seulement ; il de- 
vient alors 

}aî(-)[aî(P)-*']-*'[a;(p)-.]|, 

ou , en réduisant . 

(8) \i-- A--[A\{a)-t- A\{ff] + A\{x)A\ip)\, 



93 LEÇONS 

expression symétrHpe que nous désignerons par D. On 
arrive encore à celle même espressi«in eu réduisant le fac- 
teur 

OU 

D'où il suit que D peut s écrire sous les quatre formes 

[A!ra B:;s.— if^C* S -, 

[x'--Aî;?;-r-Bî'3,c; a;,], 

Iesr|uelles sont conséquemmeat ésales entre elles. 

^ LXX. 

ISOLEMENT DES V. B,. C . 

U faut maintenant isoler les fonctions Asfe), B«(e), ^(^) 
dans les écpiadons (5) et (6). Cet isolement a déjà lieu 
pour Bf (e) , car il suffit de renverser les fractions dans la 
première des formules (6) ; mais afin de ramener le double 
signe au numérateur, il faudra multiplier les deux termes 
de la fraction par 

rB.''S:C.:«' A,-3t ±B,(x O.S)AjS ]i 

son dénominateur deviendra ainsi 

[B; ( P) C\ fa'. Al ; a} - B] la: CJ ( .3; A; ^.9} ]. 

Or cette quantité est égale au produit do D par 

[AV^ —A: S 1; 

car à 1 aide des relations ( - ) elle devient 

■[a;. a. -A; a;ifA; à -x=1-[a; p -a; s ]rA*(a)-*=]|, 
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)ubien, toute réduction faite, 

[Aî(a) - AÎ(P)] j A' - A'[AU«) + A;(P)] + Aï (a) a; (p) 

De là résulte qu'en supprimant le facteur commun D , on 
lura définitivement 

B.(p)C.(a)A,(p)±B.(«)C,(p)A,(p) 

'"*) ^'('^^ A;{a)-A;(p) 

Si l'on multiplie, par cette équation, la seconde équa- 
tion (6) et l'équation (5), A,(e) et G, (e) sont isolés, et 
l'on a 

( . , . A.(p)B,(»)C,(«)±A.(a)B.(p)C,(P) 
i ^ ,.,_ C.(«)A.(p)B,(e)±C,(P)A,(«)B.(p) . 

( ^'^ ' ~ au«)-a;(P) ' 

en supprimant encore D , qui est facteur au numérateur de 
At (e) sous les deux premières formes (9) , et sous les deux 
dernières au numérateur de C8(e). (Devant employer fré- 
quemment le procédé de transformation qui fait l'objet 
des trois derniers paragraphes, nous avons pensé qu'il était 
utile de détailler, à peu près complètement, les calculs re- 
latifs à ce premier exemple; nous irons plus vite dans les 
autres applications du même procédé.) 



§ LXXI. 
ANALOGIE DES FORMULES EN (A,, B,, CJ. 
D'après les relations (7 ) , on a 

[A;(«)-A;(p)] = [B;(a)_Bî(p)] = [cî(«)-cî(P)], 

et l'on peut exprimer le dénominateur de Bj(e) en Bj, 
celui deCj(e) en Cf. Par suite de cette modification, les 
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valeurs (lo) et (i i) ont une analogie de forme remarquable^ 
cl qui va se dessiner encore plus. 

Pour simplifier, posons généralement 

A,(?)B,(a)Q(a)q::A,(a)B,(p)Q(P) 

A/(a)-AKP) -^'-•■^ 

, B,(p)Q(a)A,(«)HFB.(«)C/(P)A,(p) _ 
(12) ( B?(a)-B/(P) ""^'"'' 

Q(P)A,(«)B,(a)q::Q(«)A,(p)B,(p) _ 

C?(a)-CV.p) *" " 

Avec cette notation, si Ton intervertit les signes, c'est-à- 
dire si Ton remplace partout dz i par qpi, e devenant 

tJ — ôf ip(3 ou Z5 — (a zt:|S), les formules (lo) et (ii) s'é- 
crivent ainsi : 

I.l„=A,[o — (a±p)], 
1(Î„=B. [or— (a±?)], 
r, ==pC,[cT — (a±p)]. 

Or, d'après les relations 

^^_^A, p._^B, .^_dC, 
at as de 

extraites du groupe (6) au § 37, on a identiquement 

A,(P)^#:FA,(«)1ML) 



vV>2 —' 



Aî(a)-A;(p) 



» 



(•4) ( .« _ ^"^^ '^^ ^ ^ ^ ^/P 

■. ' c;{«)-cj(p) 

et par la substitution de ces valeurs, l'analogie devient 
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telle, que Fou peut réunir les trois formules (i3) en une 
seule, de la manière suivante. 



§ LXXII. 

FORMULE UNIQUE POUR LES (A,, B,, C,). 

Désignant par F une quelconque des trois fonctions» 
(Âs> Bs, Ct), on aura 

le coefficient g étant Tunité pour A» et B2, et ip i pour 
Cs^ la constante G étant , dans les trois cas, égale à tr, ou 
à la valeur de la variable qui rend infinies les trois fonc- 
tions Ar, Bt, Ci] ce qui devait être, car en prenant les 
signes inférieurs, et faisant (3 = a , Téquation (i5) devient 

D s^agit d'établir que les six autres fonctions (A, B^ C) 
et (At , Bi , Cl) vérifient la même équation (i5) ; en don-^ 
nant au coefGcient g des valeurs convenables, et à la con- 
stante G la valeur zs' y' — i qui rend infinies les fonction» 

(A, B, C), si F est Tune d'elles, et la valeur ci' 4- cr V^ — 1 
qui rend infinies les fonctions (Ai, Bi, Ci), si F appartient 
à ce groupe» 

§ LXXIII. 
VÉRIFICATION POUR LES (A, B, C). 

Pour les fonctions (A, B,C), ayons recours à la seconde 
transformation imaginaire des groupes (5) et (5 bis) au 



g6 LEÇONS 

§60, en y changeant le signe de e , elle donne 

V — ' 

('6) { . , I X 

^ ' ^ B-, (- c y/^) = B (e), 

A',(_ev^Tri) = C(6). 

Prenant les conjuguées des formules (i3), remplaçant a par 

— ex. si — I, |3 par — |3 ^ — I, et passant des (A',, B',, C,) 
aux (A, B, C), à l'aîde des relations (i6), les =^1»',, iJb'j, F, 
des premiers membres deviennent respectivement 

I I I 

-7==. r, — ==i'ul), p=«l»; 

aux seconds membres la variable est devenue 

CT-|-(a±P) v^— î ou — [d' v/— I --(a±:p)] v^ — I, 

et les fonctions ( A', , B', , C, ) de cette variable sont respecti- 

I 
vement égales aux fonctions C, B, j A , de la variable 

xs' V — I — (<3f ± |3), d'après les relations (16). On a donc 
définitivement, par toutes ces substitutions, et en renver- 
sant Tordre des équations , 

i X =±:A[ct'\/— ï — («±P)]> 

or, d'après les relations (6) au § 37, 

BC=^, CA = -1?, AB = -1^, 
ae ae as 
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OD a donc identiquement 

.1. = — "^ 



A»(a.-A= p) 
.Itî»- - B»(a)-B'(?) 

^- C»(a)-C^(P) 

et, par ces valeurs, les fonmiles (17) se fondent dans la 

formule (i5)5 la constante G étant alors tj' ^ — i, et le 

I 
coefficient g' étant ± i pour A, , pour B et C. 

§ LXXIV. 

VÉRIFICATION POUR LES (A., B,, C,). 

Pour les fonctions ( Ai , Bi , C, ) , rappelons la première 
case du tableau (9) au § 62; en y changeant le signe de z , 
elle donne 

A(«j-h£V^— i) = A,(£), 

(ly) I B(i:t -f- e v'^) =-^ B. (e), 

V — I 

c(o -hcv/^; = c,(Ê). 

N'écrivons les formules (17) qu'avec les signes inférieurs, 
et conséquemmeiit le second membre de la première avec 
le signe — seulement. Remplaçons a par cr -|- a si — i , /3 par 

cy -h (3 v^ — I , et passant des ( A , B , C ) aux ( A j , Bi , C, ) à 
l'aide des relations (19), les «A., ofiï, F des premiers mem- 

7 
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lires dovieiuient respeciiveuieiit 

I I I 

-= .Im , — -p== Db, , -= F, . 
V— I V--I V — I 

Aux seconds membres la variable csl devenue 

\/— i[cj' -+-(a-- p)], ou cjH-[cx'4-ov^^ — (a — p)]v/^^; 

et, d'après les relations (19), les fonctions (A, B, C) de 
cette variable sont respectivement égales aux fonctions 



( 



A,, - Bi , C, ] do la variable nouvelle 



o'+isv/— I— (^ — P), 



que nous désignerons par //. Substituant ces valeurs dans 
les formul(*s {17) , toujours écrites seulement avec les signes 
inférieurs, on a d'abord 

.v, = - * A,(/0, \^U^--- -~=B,(u), r, = — €.(//). 

Rétablissant maintenant les signes supérieurs, c'est-à-dire 
mettant zp B, (|3) au lieu de Bi (j3) , seule fonction impaire 
de ]S, ce qui exige que l'on multiplie la seconde équation 
par =i= 1 pour conserver à ilbi la forme (1^) ^ on a définiti- 
vement 

.Jlo,= -— =-- A, [bj' -I- CT v/^^— (a±p)], 

(20) ' , r I 1 

i ill>. = zh v^^=TB. [d' 4- CI v^^- (a ± P)]^ 
r. = ~-C.[c/+r.V^"~7-(a±:p.)]; 

«r, d'après les relations (6) au § 37, 

Ih^i - —r-^ C, A, = -— -9 A,B, = — : 

(It ai (it ' 
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oji a donc identiquement 

cV-M • 



y 



bî{«)-b;(P) 

cl, par ces valeurs, les formules (20) se fondent encore 
dans la formule (i5); la constante G étant cette fois 

u'-f-C7V^ — I, et le coefficient g étant pour Ai, 

V— ' 

db y—i pour Bi, i pour C,. 

§ LXXY. 
CARACTÈRE GÉNÉRAL DES (A,, B,, C,). 

La vérification est maintenant complète. Les neuf fonc- 
(ions (A,, B/5 Q) ont la propriété commune de satisfaire 
â Téquation différentielle (i5) , la constante G étant la va- 
leur de la variable qui rend infinie cliacune de ces fonc- 
tions j et le coefficient g ctant it 1, - - — ^ zt y — i^ '? on 

qz I. Le tableau suivant résume , d'une manière simple et 
facile à retenir, la correspondance de la fonction, de la con- 
stante G, et du coefficient g : 

G: ûr'>/— I, cj' — ctV— I, 

«I , Cl ; Aj, i>2, C2 • 



CT. 




À 
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ihi voit «{ue le^ foiiclions impairt^s A, B|, Cf sont les 
seuli*s |x>ur lesquelles le coefticieiit g (.*st aiTecté d'un double 

signe , et c[ue les valeurs db i , dz v^ — i, qp i , correspon- 
dantes n ces fonctions, forment une progression géomé- 

tricjue dont la raison est y — i ; ces doubles ¥aleurs occu- 
pent les extrémités et le milieu de la série g-^ le premier 

intervalle est composé de trois valeurs simples, égales à ^ 

la seconde de trois autres égales à Vunité; et il v a encore 
ici la même raison v — ' • 



§ LXXVI. 

SECONDE FORME DU CARACTÈRE GÉNÉRAL. 

Autrement : Si Ton désigne par J la fraction (12) qui 
rorrespond à F ((*est-à-dire la fraction dont le déuomina- 
leur <'st [F* (a) — F* (|3) ] , et qui a pour numérateur deux 
lermrs séparés par le double signe zp , le premier étant le 
produit de F ((3) parles deux autres fonctions inversQg du 
même groupe avec la variable a , le second étant le produit 
de F (a) par les mêmes fonctions avec la variable (3)-, les 
formules (17), (20) et (i3) seront toutes comprises dans 
celle-ci : 

(23) ,'?=//F[G-(a±p)]; 

la con'cspondance de la fonction F, de la constante G et du 
coefficient A, étant résumée au tableau suivant : 



— liai — ■ -— — '"■^^■^^■— - — ^ ~- ■" -^ ■■' ^ 

(24) F: A, 15 , C ; A,, B, , C.; A,, B„ C, . 

// :dti, v^^, v'^; —v^- I» ±v^~i, —'5 » » i » ^F»- 
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La série des h est iiioius simpli» que celle dos g\ elle en 
diffère eu ce c[ue les termes simples du j)iemier iulervalle 

ont pour valeur absolue commune V — i au liendt* ^ -> 

V- I 

et c[ue les deux termes (pii touchent (Uîlui d: milieu ont le 
sigue — . 

§ LXXVU. 
COMPLÉMENT NATUREL. 

Ou a ainsi deux modes différents pour caractériser les 
fonctions elliptiques : l'équation différentielle (i5) et le 
tableau (aï), ou la formule (23) et le tableau (24). Ces 
deux modes ont toute la généralité désirable, car, dans 
aucun d'eux, le rapport /r n'entre explicitement; la con- 
stante G dépend seule de ce rapport. En outre, la for- 
mule (23) exprime, de la manière la plus simple, le groupe 
des formules d'Euler, si importantes dans la théorie des 
transcendantes et des fonctions elliptiques. 

Cette généralité et cette simplicité donnent une impoi- 
tance réelle à la constante G, qui joue ici le rôle prin- 
cipal. Cette constante est la valeur de la variable qui rend 
infinie la fonction inverse; telle est sa définition. i\iais la 
place qu'elle occupe dans les équations (i5) et ('23) lui 
donne un nouveau caractère; s étant la variable ou la 
transcendante, (G — s) est un complcitunt en quelque sorte 
naturel de cette variable; et l'on peut dire que la for- 
mule (i5) ou (23) donne la fonction F du complément de 
(a zh (3), à l'aide des fonctions F de a , cl 1*' de /3. 



un Ieçoks 

§ LXXVIII. 

FORMULES COMPLÉMENTAIRES. 

Par uue analogie facile à deviner, on peut désigner 
F (G — e) par coF(e), et écrire Téquation (aS) de celte 
manière : 

( 23 bis) .^z=/i.co¥(x±p). 

Si Ton fait j3 = o , on aura la fonction F du complé- 
ment de a, à l'aide de la fonction F de a, ou co F à Taide 
de F; prenant successivement les neuf fonctions (A,-, B,- , C,), 
on formera le tableau suivant : 

i co A =r , c-c> ?) =z ^ — 1/-9 coC= ^ — I - ; 

l A A A 

{'5)' coA, = v'^*^, roB, = v/^^, coC.^r^': 
coA,=:— 1 coBj^A — -, coC, = — -; 

qui , considéré en lui* même , ou comparé aux groupes des 
transformations réelles du § 53 , donne lieu à une multi- 
tude de remarques , que nous passerons sous silence. Ré- 
pétons , pour prévenir toute méprise , que lap constante G 
a trois valeurs différentes , c'est-à-dire que le complément 

de e est ici (tj' \/ — i — e) pour les fonctions inverses 

(A,B,C), (cj'-hCT v/^^— e) pour (A,,B,,C,), {xs — e) 
pour (A2, Bj, C,) 

§ LXXTX. 

TRADUCTION SIMPLE DES FORMULES D'EULER. 

Si l'on prend (a±:/5) pour variable, au tableau (aS), et 
&i Ton multiplie chaque équation par le coefficient h cor- 
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respondant , on obtient les neuf valeurs de A . co F ( a dt (3 ) , 
et l'équation (aS) donne les formules spéciales : 



- = q= -t , X ^ , , ^ =:: — \\\^, 



(26) 



^ B.(«±p) ~ ''" ' B.(a + p; - + ''" ' 

B (a±:p) __ 

A.(a±:|)_ 
B."(«d=pj~~*" 



où les seconds membres ont la forme générale (12), sans 
modification pour Jl>i , (A»,, 1)^2, avec Téchange des signes, 
au numérateur pour X^ iJbi, F,, au dénominateur pour 
ilb, r, Fj. Ces formules sont dégagées d'imaginaires et de 
compléments^ ne contenant le rapporta qu'aux premiers 
membres, elles traduisent avec simplicité et symétrie les 
formules d'Euler. Mais les fonctions de (a =hj3) n'y sont pas 
isolées, et toute élimination les complique. 



Le caractère général, défini dans cette leçon, persiste 
aux limites de A 5 c'est-à-dire que les fonctions inverses des 
surfaces de révolution isothermes du second ordre vérifient 
l'équation (i5). En effet, F étant successivement l'une de 
ces huit fonctions, on obtient pour le premier membre de 



I 
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l'équation (i5), cpie nous désignerons par f , les valeurs 
F == tangs, I = qz tang V _ (« ± p)J , 

J= séc[ l ~(a±P)]., 



F .= séc s , 



F = Htang6, f = ±:H Ung f- v/^^— (a±:p) | 
F=Hséc£, i = -4=zHsécr^v/^-(adzp)l 



F = cotÊ, f; 

F =. coséc s , f : 

F=HcOl£, f: 

Fr^Hcoséce, f 



cot[o — (a 

coséc [o — (a 

H COl[o — (a 

H coséc [o — (a 



p)]. 
p)]. 



qui toutes ont la forme caractéristique; la constante G 
étant, suivant le cas , -> -^ — i, ou zéro 5 le coefficient g 



étant I, y qp I, ou zh I. Ainsi les huit fonctions trîgo- 

nométriques et exponentielles, dont il s'agit, appartiennent 
à la classe des (A/, B,, Q); ce sont leurs variétés aux li- 
mites de A*. 
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Système triple de surfaces isothermes et orthogonales. — Coordonnées nou- 
Telles. — Axes court>es et lears éléments. — Variétés des surfaces des trois 
familles. — Hyperbole ombilicale. — Ellipse focale. — Conoide 7 = a. — 

Courbe y = 3 = « quand k = — • 

V2 



§ LXXX. 

SURFACES ISOTHERMES SIMULTANÉES. 

Les propriétés mutuelles des trois familles de surfaces , 
que définissent les fonctions inverses (A,, B,, C,), dé- 
montrent en qnelcpie sorte la nécessité de maintenir sépa- 
rément ces neuf fonctions , malgré les relations qui permet- 
traient de les exprimer à l'aide de trois d'entre elles. Eji 
outre, ce sont ces propriétés mêmes qui ont introduit les 
transcendantes et les fonctions elliptiques dans les diverses 
branches des mathématiques appliquées. Et. à ce double 
point de vue, leur étude est indispensable. 

Considérons donc simultanément les trois familles de 
surfaces du second ordre, homofocales et isothermes, que 
représentent les équations 



(«; 





X' 
B» 


Z' 


— 


<:=, 


1 x> 


< 


z- 


— 


c». 


U 


*fi 









et désignons, par a la variable des fonctions inverses 



à 
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(A . B, C) des hvperboloïdes à deux nappes, par j3 celle des 
fonctions inverses (A,, B, , Cj) des hvperboloïdes à une 
nappe ^ par y celle des fonctions inverses (Ai, Bi, Ci) des 
ellipsoïdes. 

Les relations qui existent entre les neuf fonctions sont 
données par le tableau 

B* =/- — A . C = 1 — AS 
B, =A, — K-y C, ^^ 1 — A,, 
B^=AÎ-^S c; = AÎ-^i; 

K\ — A^ = b; -i- B^ = c; -i- o (= d;), 

A ; - V = B î 4- B= = C - Cî ( = D î ) , 

la seconde case se déduisant de la première. 

Les foyers constants de toutes les sections principales des 
surfaces (i) sont six points situés de part et d'autre du cen- 
tre, quatre sur Taxe des a:, ^ et Jf' à la distance b = ch^ 
F et F' à la distance c : et deux sur Taxe des jr^ f et f ' à la 
distance ^c* — A* = ck-^ d'où résulte A* 4- A" = i. 



§ LXXXi. 

COORDONNÉES NOCVELLES. 

Chaque point de l'espace est l'intersection de trois sur- 
faces (1) : d'un hyperboloïde à deux nappes au paramètre a, 
d'un hyperboloïde à une nappe au paramètre |3 , d'un ellip» 
solde au paramètre y. Les trois paramètres thermométriques 
(^5 H5 7) forment ainsi un système de coordonnées. Pour 
passer des coordonnées rectilignes (x, y^ z) k ce nouveau 
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système^ on a les formules de transformation 

XXV = cBB, B,, 

que l'on déduijt, à l'aide de Tel i mi nation, des équations (i) . 
Leur vérification est facile, car, en faisant usage des rela- 
tions (a), et rappelant que A" = i — A*, ces formules 
transforment respectivement les premiers membres des 
équations (i) de la manière suivante : 

-^,[r>A:Aj-(A;-A')(A;-X')-^=(i-.AÎ)(AÎ-i)]=:c'; 



c^ 



-- [X-'' a; A'4- (A^ - k^-) (X-»-A^)-X- (A^-I) (1 - A^j] = c- 



x»x 



c^ 



-^^JX-'^A'AÎ-x.(X-~A»)(a;~^') + X-'(i~A')(i-AÎ)J=c'; 

c'est-à-dire qu'elles reproduisent les équations (i). Elles 
donnent en outre, et plus facilement encore, 



.» v2 KÎ ^3 



équations qui représentent les cônes contenant les courbes 
d'intersection des surfaces (i) , et qui prouvent que ces sur- 
faces se coupent à angle droit. En effet, (a/, y, z') étant 
les coordonnées courantes, les plans tangents à ces sur- 
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faces, au point considéré (x, j^, z), oui pour équations 



xx' 





yy' 

B' 




Z3' 


— 


c' 


xx' 

K 


H- 


yy' 


— 




= 


c" 


jTjr' 

A' 


-h 


yy' 

B! 


4- 


C! 


— 


c" 



et les expressions des cosinus des angles que ces plans font 
entre eux, ont respectivement pour facteurs les premiers 
membres des équations (4) , lesquels sont nuls. Les sur- 
faces (i) sont donc orthogonales 5 et, d'après le beau théo- 
rème de M. Charles Dupin , deux des familles des sur- 
faces (1) tracent, sur une surface de la troisième famille, 
toutes ses lignes de courbure. 

§ LXXXII. 

SIGNES DES COORDONNÉES. 

La simplicité et la symétrie des formules de transforma- 
tion (3) sont caractél'i s tiques. Ces qualités mêmes ont con- 
duit à la solution de plusieurs questions importantes de la 
physique mathématique, qui autrement étaient inaborda- 
bles. On remarquera que, d'après ces formules (3), x s'an- 
nule et change de signe avec la fonction impaire A , y avec 
Bi, z avec C2 , ou , autrement, que x s'annule et change de 
signe avec le paramètre thermométrique a, y avec le pa- 
ramètre (3 , z avec 7. 

§ LXXXIII. 
ÉLÉMENTS DES INTERSECTIONS. 
Les intersections des surfaces (i) qui passent au point 



^ 
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considéré , formeiit en quelque sorte trois axes courbes que 
nous désignerons par les lettres S, S|, S,. Sur S, intersec- 
tion des deux surfaces aux paramètres j5 et y, c'est a qui 
varie seul, sur Si c'est jS, sur Si c'est y. On aura donc 

H, Hi , Ht étant des fonctions de (o:, S, y) qu'il importe de 
déterminer. 

Pour H, soient rtx^ dy, dz\es projections de dS sur les 
trois axes rectilignes ; les cosinus des angles , que la direc- 
tion de dS fait avec ces axes . seront 

dx dy dz \ dx i dy \ ilz 

ds' dS' dS' ^^ HTÛ' H^' H^' 

or la somme des carrés de ces cosinus est l'unité , on a donc 



-fêy-fêy-(£ 



Cela posé, sachant, d'après les relations (6) au § 37, que 

a y. fia. a 'x 

les formules J<î transformation (3) donnent 



/r/.r\2 /^>'\' (dzY 



r' 



= : ( k'' A =; A ; B- C -H W\ Bî O K- -^ k C.\ Ç.\ A' B') ; 



X / 



la parenthèse du secf>nd membre peut etie exprimée en 
A, seulement à Taide des relations (2), et, pane que 
A'* = I — ^', elle se réduit définitivement à 

/•'X-'-^[A-; A;— (A; 4- A', ) A 4-A'], 
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OU au produit 

on a donc enfin 

H = c v/Aî — A' v^Aj — A^ 
On trouve, par des opérations semblables, 

H.=cv'Aî — Aï Va;— A% 



H, = r v'AJ — A« VaJ — a;. 

On bien, désignant comme nous Tavons fait dans la seconde 
case du tableau (2), par D*,D*,DJ les triples valeurs 
égales écrites aux trois lignes de cette case, on a plus sim- 
plement 

H = cD, D,, H. = cD,D, H, =:cDD,. 

On conclut de là 

(5) dS = cD.D^dx, dS,=cDiDdp, </Sa = cDD|rf7. 

Et l'on pourra exprimer indifleremment les D/ par les A,-, 
par les B,, ou par les Q. 

§ LXXXIV. 

USAGE DE CES ÉLÉMENTS. 

Les valeurs (5) des ^S,- permettent d'évaluer : i** par des 
intégrales définies simples la longueur de l'arc S/ compris 
entre deux surfaces (i) de la famille correspondante; 2** par 
des intégrales définies doubles l'aire d'une portion de chaque 
surface (i), limitée par quatre des lignes de courbure de 
cette surface; 3° par des intégrales définies triples le vo- 
lume compris entre deux surfaces au paramètre a, deux au 
paramètre |3, deux au paramètre y. Mais pour bien saisir 
ces applications des différentielles (5), il est nécessaire de 
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connaître les variétés des surfaces (i) , et de préciser les li- 
mites des paramètres thermométriqùes (a, ,S, y). 

§ LXXXV. 

VARIÉTÉS DES IlYPERBOLOIDES A DEUX NAPPES. 

Commençons par les hyperholoïdes à deux naj^pes. 
Quand a = o , on a 

A = o, B = /, C=i, 

et la première équation (i) se réduit à .r= o, quels, que 
soient j^ et z ; la surface est alors le plan des zy dans toute 
son étendue. Quand « = ± or, on a 

A — ±^, B~o, C = X', 

la même éijuation se réduit à y = o; z et x restent indé- 
terminés, mais de telle sorte que l'inégalité 

soit toujours satisfaite, afin que la première valeur infini- 
ment petite de j^ soit réelle; la surface est alors entièrement 
couchée sur le plan des zx dans les deux parties intérieures 

à l'hyperbole qui a pour sommets les points et ^\ et 

pour foyers F et F'; c'est une plaque hyperbolique à deux 
nappes. On imaginera facilement toutes les formels succes- 
sives que prend la surface générale entre ces deux limites 
extrêmes. Ses deux nappes, primitivement collées sur le 
plan des zy^ s'en séparent de-part et d'autre; leurs sommets 
s'éloignent de l'origine; elles se courbent vers l'axe des x 
et se rapprochent de plus en plus du plan des zx^ sur le- 
quel elles s'étendent définitivement lorsque les sommets ont 

atteint les points ^et -^'. 



4 
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§ LXXXVI. 
VARIÉTÉS DES HYPERBOLOIDES A UNE NAPPE. 

Passons aux hyperboloïdes à une nappe. Quand J3 = o , 

on a 

A, = /, B, =0, C, = ^', 

et la seconde équation (i) se réduit encore ky = o] mais z 
et a:, qui restent indétenninés, doivent maintenant vérifier 
r inégalité 

la surface est entièrement couchée sur le plan des zjc dans 
la partie extérieure à l'hyperbole définie plus haut; c'est 
une plaque hyperbolique à une nappe. Quand ^ = ± xs'^ 

on a 

A, = 1, B, =±/', C, = 0; 

la même équation se réduit à z = o-, mais x ety^ qui res- 
tent indéterminés, doivent vérifier Tinégalité 

la surface est alors couchée sur le plan des jcy^ elle occupe 

toule la partie extérieure à Tellipse qui a F, F', f, f' pour 

sommets,^ et ^' pour foyers; c'est une plaque indéfinie 
avec vide elliptique. Entre ces deux limites extrêmes, la 
surface générale, d'abord aplatie sur le plan des zx^ se dé- 
double et s'ouvre dans le sens des j'; les quatre sommets de 

son ellipse de gorge marchent de ^ et ^' vers F et F', du 

centre vers f et f ' ; eu même temps la surface s'évase de 
plus en plus, en se petj chant de toutes parts vers le plan des 
jy, sur lequel elle s'étend entièrement quand son ellipse de 
gorge a complété le vide définitif. 
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§ LXXXVIL 

VARIÉTÉS DES ELLIPSOÏDES. 
Arrivons enfin aux ellipsoïdes. Quand y = o, ou a 
A, = I , Bi= k', Cj = o ; 

la troisième équation (i) se réduit aussi à z =.0; mais x 
et j^, qui restent indéterminés, doivent maintenant vérifier 
Tinégalité 

la surface, couchée sur le plan des xy^ occupe seulement la 
partie intérieure à Fellipse définie plus liaut; c'est une 
plaque elliptique. Quand y = dz cr, les trois fonctions At, 
Bt, Cl sont infinies et égales entre elles ; la surface est une 
sphère de rayon infini. L'ellipsoïde général, d'ahord exces- 
sivement aplati, se développe de plus en plus; ses six som- 

_ _ • • • • 

mets s éloignent indéfiniment a partir de F et F , de f et f ', 
du centre; et en même temps les rapports de ses axes ten- 
dent vers l'unité. 

§ LXXXVIll. 

DÉFINITION DES SIGNES. 

Dans cette revue successive , par mouvement el déforma- 
tion, de toutes les surfaces que représentent les équa- 
tions (1), les correspondances de signes que les formu- 
les (3) établissent entre xeta^y et j5, z et y se définissent 
naturellement. Pour le premier hyperboloïde , dès que ses 
deux nappes se séparent du plan des zy^ Tune prend la va- 
leur positive du paramètre a, l'autre la valeur négative. 
Pour le second hyperboloïde , dès que la plaque hyperbo- 

8 
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lique à une nappe du plan des zx se dédouble dans le sens 
des j^ la partie qui se développe en avant prend la valeur 
positive du paramètre j3, l'autre la valeur négative. Enfin 
pour Tellipsoïde , dès que la plaque elliptique du plan des 
ay se dédouble dans le sens des 2, la partie qui se déve- 
loppe vers le baul prend la valeur positive du paramètre y, 
celle qui se développe vers le bas la valeur négative. 



§ LXXXIX. 

HYPERBOLE OMBILICALE. ELLIPSE FOCALE. 

Le passage des hypcrboloides de la première famille à 
ceux de la seconde se fait par Tinterraédiaire de l'hyper- 
bole dont les équations sont 

x^ z- 

Le passage des hyperboloïdes à une nappe aux ellipsoïdes 
se fait par l'intermédiaire de l'ellipse ayant pour équations 

il) 3=0, x'-^ — =c^. 

Ces deux courbes, dont les grandeurs et les positions rela- 
tives suffisent pour définir le triple système, méritent d'être 
désignées par des noms spéciaux. L'hyperbole (6) traçant 
sur chaque ellipsoïde de la troisième famille les quatre 
points, si importants dans la théorie de cette surface, aux- 
quels on a donné le nom d'ombilics, nous l'appellerons 
V hyperbole ombilicale. L'ellipse (7) réunissant dans ses 
propres foyers et dans ses quatre sommets les six foyers 
constants du système triple, nous l'appellerons Y ellipse 
focale, nom déjà adopté par plusieurs géomètres. 
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§ xc. 

APPLICATIONS DES ÉLÉMENTS. 

L'hyperbole ombilicale est une des courbes S» ; elle a 
pour équations 

a =- f» , p = G ; d'où B =: o , B, = o ; 

et si Ton exprime les D, par les B, , rélément ( 5 ) de cette 
courbe est rfSt = B* rfy ; ce qui donne Tintegrale transcen- 
dante 



/ 



BÎ^7)r/7, 



pour évaluer les arcs d'hyperbole. L'ellipse focale est une 
des courbes S; elle a pour équations 

p = zj\ 7 = 0; d'où C, = 0, C = o; 

et si l'on exprime les D,- par les Q, l'élément (5) de cette 
courbe est dS = C da ; ce qui donne l'intégrale transcen- 
dante 



/ 



CM«)rf«, 



pour évaluer les arcs d'ellipse. 

Dans le système des coordonnées (a , /3 , y), l'élément de 
volume est 

^SrfS, rfS, ou c'V>'D]D\doLdpdy. 

S'il s'agit d'évaluer le volume total d'un ellipsoïde, on in- 
tarera cet élément dea = oàa^u, dej3 = o à(3 = u', 
de y = à y; ce qui donnera la partie du volume cherché 
comprise dans l'angle trièdre des coordonnées positives, et 
qu^il faudra conséquemment prendre huit fois. On sait 

d'ailleurs que le volume total est ^ :: c' Ai Bt Ci 5 on aura 

8. 
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donc identiquement 

(8) f n n iyD]Dldoi^Piiy = ^A,B,C,; 

résultat vérifié par Poisson, lors de l'apparition des nou- 
velles coordonnées. 

On conçoit que si Ton a, entre les paramètres du sys- 
tème triple (i), une équation de la forme F (a, j3, y) = o, 
le lieu géométrique des points de l'espace dont les coordon- 
nées (a, p, y) vérifieront cette équation sera une certaine 
surface ; que si l'on a deux équations entre les mêmes varia- 
bles, elles représenteront une ligne courbi*. Dans les deux 
cas , si Ton veut exprimer le lieu géométrique en (a: , y^z), 
il faudra éliminer les paramètres (a , /3, y) entre les équa- 
tions données et les formules de transformation (3). Voici 
deux exemples pour lesquels cotte élimination s*opère sans 
difficulté. 

S xci. 

CONOIDE 7 = at. 

Dans notre système de coordonnées , a et y varient entre 
les deux mêmes limites — u et -f- cf , et Ton peut se de- 
mander quel est le lieu géométrique des points de l'espace 
pour lesquels y et a €ml la même valeur numérique , c^est- 
à-dire de rei^onnaître la surface dont Téquation est y = a. 
Pour tous les points de cette surface on aura, d'après les 
formules (2) du § 67, 

. C ^ X X' A 

substituant dans les formules (3) , elles deviennent 

* AC ^ ^ AC 

(9 j: = cA, -g-» j=:rB,, s = r C, — : 



^ 
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et Ton a successivement, à Taidedes relations (2), 



c' 



r» ■" ï; *~ """AT" "" ?7m^ *' 

Téquation en (j^, j', 2) de la surface cherchée est donc 
On peut mettre cette équation soùs les deux formes 









r' 



La première montre que la surface est engendrée par le 
mouvement d'une droite qui reste constamment parallèle 
au plan des zx, en rencontrant toujours l'axe desj^ \ c'est 
un conoïde. La seconde forme fait voir que la courbe d'in- 
tersection des deux cylindres droits 

se trouve sur la surface-, celte intersection peut être prise 
pour la directrice du conoïde. La surface est entièrement 
comprise entre les deux plans parallèles à celui des zx, 

menés par les foyers constants f et f '. 



§ XCII. 
COURBE 7=p = a QUAND X = 4=' 

La coordonnée jS variant entre les limites — u' et H- ta/, 
différentes de — cr et H- cy , on ne pourrait pas traiter aussi 
simplement le cas d'une surface dont Téquation contien- 
drait |3. Mais il existe un système triple pour lequel on re- 



I 
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trouTe la laéine sûnpJkité; c*esl ct^lui qui correspond au 

rapport k =^ k =^ -r^z sou conjosué se confond avec loi y et 

Ton aLz/=u. On peut alors se demander qad est le lieu 
géométrique des points où les trois paramètres ont la même 
Taleor numérique, c'est-4-dire de reconuaitre la courbe 
représentée par les équations ^ = y :^ 2. Cette cooilie se 
trouTe déjà sur le ccHioîde 7=2, dont Féquation en (x^ jj z) 
est actuell^nent 



• / _■• 



Pour trouver une seconde surface qui contienne la même 
courbe, rappelons les formules (6 his)^ § 48, en t suppri- 
mant les accents et faisant k = k' = -=j elles donneront 

va 

I _ _ A , B 

Al — — = — * B — — ^r — • C xr — • 
%aC %2C ^ 

pour tous les points du lieu géométrique cherché, lequel 
est tel que jS = a ; substituant ces Taleurs dans les équa- 
.tîons (9) , qui ont encore lieu, dans le cas actuel, puisque 
y =Xj elles deviendront 



d^'où 



cA 

_ T 

VaB 


r = 


cA 


V 2 B 


3 


V2t. = -; 
r 



et comme C* — B' = A'' = - > il s ensuit 

a 

111 

*-— 1»— •" 



telle est la seconde surface. 



■% 
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Les équations en (jr, y z) de la courbe cherchée sont donc 

7' [z" -h x") = x'z» = — (^^ — a') ; 

ce qui donne , pour exprimer le cylindre projetant la courbe 
sur le plan des zx ou la projection même , l'équation 



.r 



z 



dx 

, =. d'où ;j- = 



(c'- 



2Z'j^ 



dérivée qui se réduit à zh i pour iî = o. La figure suivante 




X 



représente cette projection; le cercle a pour rayon c\ les 
deux tangentes au point multiple et de double inflexion sont 
orthogonales •, les deux asymptotes, parallèles à l'axe des x^ 



ont pour équation z = n= — • 



Dans les recherches faites à Faide du système coordonné 
défini dans celte leçon , au lieu des paramètres thermomé- 
triques («, |3, 7), on adopte les paramètres géométriques 
(v, (jt, p) , § 35, ou les premiers axes des surfaces orthogo- 
nales conjuguées. Les autres axes sont exprimés par des 
radicaux , qui font disparaître la symétrie des formules de 
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transformation (3). Alors Jc s^ annule et change de signe 
avec V ; mais on n'établit pas sans quelque peine que y doit 

changer de signe avec le radical ^^* — 6*, z avec ^p* — c*. 
En outre, par ces coordonnées (v, fx, p), dites elliptiques j 
Texpression des arcs élémentaires //S/ est beaucoup plus 
compliquée. 

En général , lorsqu'il s'agit de choisir une variable indé- 
pendante entre une transcendante et toutes ses fonctions 
inverses , c'est la transcendante qu'il faut prendre. On évite 
ainsi les complications , les ambiguïtés et le défaut de sy- 
méfrie. 



-^ 
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NEUVIÈME LEÇON. 

Résumé du système généraL — Indétermination aux limites du rapport A. — 

Transformation des (A, B, G) en Xa; des (Aj, Bj, G») en llb^. — Sys- 
tèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires.— Déformations des (A^., B^ , G^) . 
~ Système sphérique général. 



S xcm. 

RÉSUMÉ DU SYSTÈME GÉNÉRAL. 

Il est nécessaire de rapprocher plusieurs tableaux dissé- 
minés dans les leçons précédentes , et de résumer en peu 
de mots notre étude actuelle afin de faciliter ses dernières 
conséquences. Ayant pris pour exemple la famille de sur- 
faces au paramètre A représentée par T équation 

où la constante b est moindre que c, on vérifie sur elle la 
condition de l'isothermie , en trouvant pour le rapport 

S - — : S' ( -r ) ï la somme ( r- 7- -h r- ■ | fonction de 

1 seul. Cette somme égalée à - sert à déterminer la fonc- 

//i 
— 9 doit donner le 

paramètre thermométrique e. Trois cas se présentent sui- 
vant que le paramètre géométrique X est inférieur à fe, com- 
pris entre b et c, supérieur à c] désignant respectivement, 
dans ces trois cas , par v, (j.^ p les valeurs de /, par a , (3, y 
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celles de e , ou a 



(a) 



I ' y 1 ^ 



b' "^ 0»— c» ~" ' ' 



ce qui donne trois familles de surfaces isothermes comprises 
dans l'équation (i). Tous les axes de ces surfaces sont des 
paramètres géométriques importants ; égalant donc chacun 
d'eux à la constante c multipliée par une fonction inverse 
spéciale , on a le tableau 

(v=cA(a), s/b^^^ = cE {a)y ^c^—v' = cC (a) ', 

(3) < ^ = cA,(p), v^pt»-.6» = cB,(p), v/^^^ = ^C.(P); 

et désignant par /r le rapport -, les relations 

(4) ; A^ -+-B2 = /•% A' -^ C^ =ri , c — B» = r» ; 

Aî - b; = /•% Aï 4- c; = I , b; -4- cj == a'^ ; 

a;— B5 ::=/•% a; — CÎ=I, Bî— CÎ=:X^ 

Représentant par cr et u' les intégrales définies suivantes : 

(5) 



\ 
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on démontre que les neuf fonctions inverses (3) ont toutes 
une période réelle qui est : 4ct pour (A, B, At> Bs), 217 
pour (C, Cs ) , 4 ct' pour (Bi , C,), 2 cy' pour Aj ; qu'elles 

ont toutes aussi une période imaginaire, qui est : 4 cor' yj — i 

pourv(B, C, Bj, Cj), 2 Ts' \j — i pour (A, Aj), 4^^ ^ — ' 

pour (Al, Bi), 2CT v^ — I pour Cl. Les fonctions (A, Bi, Cj) 
sont seules impaires; les six autres.sont paires. 

Les équations des trois familles de surfaces et les for- 
mules de transformation que Télimi nation en déduit, 
sont 



h X z=i cAAiA,, 



(6) { rï-+-|?-^ = ^^ ^rj^cBB.B,, 



n Z ^ Vi Vi I \Ài . 



Ces familles de surfaces sont orthogonales, et leurs para- 
mètres (a, (3, y) forment un système de coordonnées; 
« et y variant de — cr à + cr , p de — u' à -h ny', dans ce 
système. 

On passe de la première famille à la seconde, de la se- 
conde à la troisième, par l'intermédiaire de deux courbes, 
dont les équations sont 

en(.r, j, z) en (a, p, 7) 



A^ B» 


— 


^ = - 








a; -^ b; 


+ 


z^ 



x^ z^ 



(7) 



7 = 0, -— — = c»; a = cT, P=:o. 



z=0, .r'-h^=:c^; p = cr', 7=0, 



La première est l'hyperbole ombilicale (lieu géométrique 
des ombilics de tous les ellipsoïd(*s de la troisième famille). 
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La seconde courbe est l'ellîpse focale (ayant pour foyers et 
pour sommets les six foyers constants du système). 

§ XCIV. 

GÉNÉRALITÉ. ANOMALIES. 

Pour toute grandeur de la ligne c, qui ne soit pas nulle, 
pour toute valeur du rapport /r, qui ne soit ni zéro, ni 
Tunite, on a le même ensemble de surfaces isothermes or- 
thogonales, de fonctions inverses doublement périodiques, 
et de coordonnées therraométriques. Les nombres zs et cr', 
qui dépendent de /r, sont finis, et toutes les formules précé- 
dentes n'offrent aucune indétermination. 

Il n'en est plus de même aux limites de k ^ qui sont zéro 
et l'unité : alors une des trois familles de surfaces semble 
disparaître; les fonctions inverses sont en nombre moin- 
dre -, elles n'ont plus chacune qu'une seule période , réelle 
ou imaginaire ; des deux nombres vj et u' on n'en retrouve 

plus qu'un , qui est - 5 enfin , les formules de transforma- 

tion (6) sont indéterminées. Des disparitions et des indé- 
terminations d'une autre nature ont lieu, quand la ligne c 
est infiniment petite ou nulle. Il s'agit d'analyser ces cas 
extrêmes et de rétablir, pour eux, les propriétés du système 
général, avec les modifications qu'exigent ces cas particu- 
liers. Laissons d'abord la constante c finie et quelconque. 

§ xcv. 

INDÉTERMINATION LORSQUE X = 0. 

Lorsque la constante b est nulle, ou que A= o, le para- 
mètre géométrique V, qui doit toujours être compris entre o 

cl b est nul , ainsi que y^A' — v*, et ^c* — v' se réduit à la con- 
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staDtcc^ les fonctions inverses Â et H sont donc nnllcs, 
et C est égal à l'unité; la famille des hyperboloïdes h deux 
nappes, au paramètre a, semble disparaître, et les for- 
mules de transformation (6) sont indéterminées. Mais les 

fonctions A , B étant nulles avec A, les rapports 7,79 so"*^ 

A* n 

des zéro sur zéro dont il faut chercher les valeurs. A cet 
eifet , laissant k quelconque , on essayera de substituer au 
groupe des fonctions (A , B, C) une seule fonction inverse, 
dont les premières dépendront , et qu'il faudra choisir de 

telle sorte que les rapports 7, 7 soient toujours assigna- 
bles, lors même que k serait nul. 



§ XGVI. 

TRANSFORMATION DES (A, B, C) EN Xa. 

Remarquant que A et B vérifient la relation A*-f-B'=Â*, 
que A est une fonction impaire et B une fonction paire, 

on posera 7- = sinô, j = cos0, et 6 sera la fonction inter- 
médiaire cherchée, si rien ne s'oppose à sa détermination. 
Par son introduction, on a, tableau (3), 

v = 6sin0, v^6'— v'=:^cos0, \/c'— v'= c\/i— ^»sin»0, 
ce qui donne d'abord 



^-ï 



s/b^ — V» V^c» — v' \l\— k^ sin^ 
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et par l'intégralioii 



(8) 



^,^ p dV 



La foDClîon inverse 6, que nous désignerons par ^l»^? est 
déterminée par la première intégrale (8) : les deux autres in- 
t^rales , lesquelles sont définies^ sont des expressions nou- 
velles des nombres u et u'. Les fonctions primitives A, 
B , C seront données par les formules 



A B y 

(9) --=rsin-la, -=cos-la. C = y 1 — X^ sin* rV)a. 



L'équation de la première famille de sui^faces , et les for- 
mules de transformation du tableau (6), pourront se mettre 
sous la nouvelle forme 



(.0) 



x" 




-( 


I — 


-k' 


2^ 

sin^ 




S\ï\^ rX>Oi 


cos^<.V,a 


fXiOL 




X cAjAi 


.sin 


-.l>a, 








- 


^2— cC,C, 


.cos 


cl) a, 




a. 






Vf 


-/^sin» 


cV 





qui , vu son manque de symétrie, ne saurait être préférée à 
la première , tant que A* n'est pas nul. 
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§ XCVII. 

SYSTÈME DES ELLIPSOÏDES PLANÉTAIRES. 

Maïs à celte liniile inènic la forme (lo) acquiert une 
importance remarquable par Tabseiice d(; toute iiidétiTmi- 
nation. Faisant Ar= o, les intégrales (8) donnent 



(il) = -ta=ra, 0=:-') ex' = I 

^' «/o 



cosô 
les vraies valeurs des rapports (9) sont 



7=00; 



(12) 



fjj=sina, f-j=cosa, C=i; 



Téquation (10) .. de la première famille des surfaces iso- 
thermes au paramètre a , se réduit à 



(i3) 



.r= 



sin^ a cos^ a 



et représente des plans méridiens menés par Taxe polaire 
des z. Les deux autres familles (6) sont des hyperboloïdes 
à une nappe et des ellipsoïdes planétaires, tous de révolu- 
tion autour du même axe des z \ leurs fonctions inverses 
sont, d'après la seconde leçon et les relations (4)7 

i»' = ^' = ÊTp) = «*^P' C. = ||£l=Hungp, 

f B,= As=: =sec7, C= '- = tangy; 

' ces 7 COS7 

en sorte que, A' étant l'unité, le nouveau syslème orthc^o- 
nal est complètement déterminé par les formules de trans- 
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formation 



( 
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X z= c.sina.Hséc^.séc7, 



(i5) 4 r = c.cosa.Usécp.sécY, 

( z = r . H tang p . tangy. 

Puisque Ar = o, A^=i, l'hyperbole ombilicale ( 7) a pour 
équations y==o, z = o, et se confond avec l'axe des z ; ce 
qui donne les pôles pour ombilics aux ellipsoïdes plané- 
taires. L'ellipse focale a maintenant pour équations z = 0^ 
a:*-f-j*=c'5 c'est le cercle qui passe par les foyers con- 
stants des sections méridiennes. 



§ XCVIII. 

PREMIÈRES DÉFORMATIONS DES (A„ B„ C,). 

Ainsi 9 des neuf fonctions du système général, le pseudo- 
sinus A est remplacé par un sinus, le pseudocosinus 6 par 
un cosinus, le pseudorayon C par l'unité, B, et Ai sont 
devenus une même hyposécante, Ci une hypotangentej 
B, et Aj une même sécante, Cj une tangente. Ne comptant 
chaque fonction double qUe pour une seule , et ne soup* 
çonnant pas la transformation si remarquable du groupe 
(A,B,C), on ne trouvait que quatre des neuf fonctions. 

Maintenant toutes répondent à l'appel. Mais us étant -j et 

c/ infini , elles ont toutes perdu une de leurs périodes : il n'y 

a plus qu'une période réelle, 2 7r pour I -? 7^ Aj = Bt)9 

TT pour Ci , plus qu'une période imaginaire, 2 tt v — i pour 

( A , = Bi ) , 71 V — I pour Cl . On peut dire , il est vrai , que 
les périodes qui ont disparu sont devenues infinies. Quant 
à la fonction C, étant maintenant constante, elle n'a plus 
de périodes. 

Dans les formules (i5) , x change de signe comme sina, 
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y comme cosa, ^ à la fois avec j3 et y. Ce n'est plus comme 
au cas général (6), où j^ change de signe avec /S-, la fonc- 
tion Bi, d'impaire qu'elle est quand h. n'est pas zéro, est 
devenue égale à Ai fonction restée paire. Il y a là un chan- 
gement brusque , qui tient à ce qu'on est obligé de prendre 



JlL fAV/^C^ — 



= 9 



ne pouvant adopter pour limite inférieure fji = i = o, 
qui introduirait l'infini. 

§ XGIX. 

INDÉTERMINATION LORSQUE / = i. 

Lorsque les deux constantes i et c sont égales , ou que 
/[ = I et //= o , le paramètre géométrique jx, qui doit tou- 
jours être compris entre & et c , est aussi égal à h ou à c ; 

^(x*-;^ t* et ^c* — jx* sont donc nuls, alors la fonction A, 
est égale à Funité, et les fonctions 61 et Ci s'évanouissent; 
la famille d'hyperboloïdes à une nappe au paramètre |3 
semble anéantie 5 et les formules (6) sont encore indéter- 
minées. On fera disparaître cette indétermination en intro- 
duisant la fonction inverse intermédiaire ^ qui , V étant 
quelconque , sert à vérifier la relation B| H- CJ = A'*, en 

B C 

posant "tÎ = sin^f;, ~ = cos^f;. 

se. 

TRANSFORMATION DES (A,, B,, C.) EN all)P. 
Par cette introduction , on aura 

y^p2— h^ z=. y/c^— h^. sin i|/, 

y^c* — f*' ^ V^' — ^'.cosaJ», 
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ce qui donne d'abord 

cdii d'^ 

et ensuite, par intégration , 



- 5 



Jo v^i — X"cos»>p 

^4» 



'■'' l-^=r7r= 



V^l ^'^COS^iJ/ 



ÎT 






La première intégrale transcendante détermine la fonction 
inverse ^, que nous désignerons par itb^; les deux autres 
intégrales, lesquelles sont définies^ donnent 'encore d^au- 
tres expressions des nombres u et u^. Les fonctions primi- 
tives (Al, B,, Cl) sont liées à (p = ifc^ par les formules 

B. . .. C, 



(17) A,=iv^i— ^"cos»'UÎ,p, p = sinift,p, -r? = cos-ifi, p. 

L'équation de la seconde famille de surfaces (6) et les for- 
mules de transformation peuvent donc se mettre sous la 
forme 

y' !l_ ^x-' /,,_ __?!__ V 

A/ = c. B,B. sin 'iJî)P , 

% 2= C.CjC.COSlft)P, 

plus compliquée que la forme primitive, tant que A n'est 
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pas Tunité, ou que k n'est pas zéro, mais qui, à cette li- 
mite, fait disparaître toute indétermination. 

S CI. 

SYSTÈME DES ELLIPSOÏDES OVAIRES. 
Faisant A'= o, A = i, les intégrales (i6) donnent 



(19) +=^p=p, 0'=^, a= r^L.^^. 

? Jo sm + 

Les vraies valeurs des rap}K)rts (17) deviennent 

(20) A.= i, (?i^=sinp, ^^j=cas?. 

L'équation (18), de la famille de surfaces isothermes au pa- 
ramètre j3, est 



r' z" 



^^'^ sin*p""cos»p' 

et représente des plans méridiens menés par l'axe polaire 
des X. Les deux autres familles (6) sont des ellipsoïdes 
ovaires et des hyperboloïdes à deux nappes, tous de révo- 
lution autour du même axe des x ; leurs fonctions inverses 
sont, d'après la seconde leçon et les relations (4)9 

A, = ^j^ = H cot7, B, = C, = rr^. = H coséc7, 
(.2) { ^^^^ ^^^^ 

en sorte que, k étant Funilé^ le nouveau système orthogonal 
est complètement déterminé par les formules de transfor- 
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mation 

ij:=r r.Hcoty.H tanga, 
j = c . H coséc 7 . H sec a . sin ^, 
z =c.\i cosec7.Hseca.cosp. 

L'équation z*= A" ( -— — c*Y pour l'hyperbole ombili- 
cale , devient z = 0^ eix doit surpasser c ; la courbe se ré- 
duit à Taxe polaire, moins la ligne qui sépare les deux 
seuls foyers constants ; elle donne encore les pôles pour om- 
bilics aux ellipsoïdes ovaires. L'équation j^' == A'* (c* — a:'), 
pour l'ellipse focale , devient jr =0, et a: doit être moindre 
que c^ la courbe se réduit à la droite qui joint les deux 
foyers. 

§ CIL 

DEUXIÈMES DÉFORMATIONS DES (A„ B., CJ. 

Des neuf fonctions du système général, A, est remplacé 
par l'unité, Bi par un sinus. Ci par un cosinus, Bt et d 
sont devenus une même hypocosécantc, Aj une hypocôtau- 
gente , B et C une même hyposécante , A une liypo tangente. 
Mais ces fonctions, toutes retrouvées, ont perdu une de 
leurs périodes 5 il n'y a plus qu'une période réelle 271 pour 

Z7' 77 ) ' P'"^ qu'une période imaginaire, 2 tt ^ — i pour 

(Bf = Cj , B = C) , TT V — I pour (As, A) 5 les autres pé- 
riodes ont disparu par l'infini tu. La fonction Af, devenue 
constante, n'a plus de période. 

Dans les formules (23), x change de signe avec a, z 
avec cosjS, y avec sinj3, et ces trois coordonnées changent 
toutes de signe avec y. Ces modifications, au cas général (6), 
tiennent à ce qu'on est obligé de prendre 






^ 
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ne pouvant adopter la limite inférieure p = c, qui intro- 
duirait l'infini. 

SYSTÈiME SPHÉRIQUE GÉNÉRAL. 

Il reste à examiner ce que devient le système général 
quand la ligne c est nulle. On peut admettre que k et A' con- 
servent des valeurs fixes, b ayant diminué comme c. Si l'on 
remplace le groupe (Aj, Bj, C,) par la seule fonction in- 
verse p ou cAtj les équations (2) deviendront 

:r' j2 z2 A 

— — — — — = c , j? — . — «Al « 

A^ B^ C' ' P >5^ " 



p2 p>— A^^C^ p2__^2 

Et si l'on fait c = o , ce qui ne change rien aux fonctions 
(A, B, C), (Al, B,, Cl), car les (a, jS, cf, tu) mis sous les 
formes (8) ou (16) , sont lout à fait indépendants de c, le 
tableau (24) devient 

x^ y^ z^ A 

^' H- X' + 3* = p% 3 = p.C. ^, 

et les surfaces orthogonales sont actuellement des sphères 
concentriques , et deux familles de cônes homofocaux et 
isothermes, entourant les axes des x et des z. Il ne reste 

plus qu'à substituer la valeur p = - ( trouvée au § 7) , pour 

introduire la coordonnée thermométrique y. 



•j 
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§ civ. 

APPLICATION NOUVELLE DES r/S.. 

Si dans les différentielles dS , dSi , du § 83 , on exprime 
les D, par les A,, qu'on remplace cA, par p, puis qu'on 
fasse c = G , elles deviennent 

ce sont les éléments des courbes sphériques , intersections 
des cônes isothermes et de la sphère de rayon p. On aura la 
huitième partie de la surface de cette sphère, eiï intégrant 
le produit dS . dSi ,dea = oàa = o,de(3 = o àj3 = f3'; 
ce qui donne nécessairement 

r r[A;(P)-A'(a)]rf«rfp=^; 

•/O t/0 -^ 

formule que Poisson a vérifiée. 

§ CV. 
SYSTÈME SPHÉRIQUE PARTICULIER. 

Lorsque la question que Ton traite n*exige pas que le 
système sphérique orthogonal (25) soit rapporté à ses pa- 
ramètres thermométriques , ou peut prendre pour coordon- 
nées le rayon p, et les deux fonctions inverses 6 et d/, in- 
troduites aux §§ 96 et 100, et, à Paide des valeurs (9) et (i 7), 
on a 

lx=zp,sinO.)/i — A^'^cos'ip, 
(26) < 7 = p.cos0.sin ^1», 

2=0.^1 — ^^ sin' . cos \j<, 
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le rapport k restant disponible, et pouvant être choisi de 
manière à faciliter la solution que Ton cherche. 
Quand on prend Ar = i , d'où A' = o , on a 

(27) < >'=pcos0 sin\|<, 

( z = pcosd COSip. 

C'est le système habituel des coordonnées sphériques, dans 
lequel la longitude ^ est seule un paramètre thermomé- 
trique. Les sphères concentriques et les cônes de latitude 
forment bien deux familles de surfaces isothermes , mais p 
et 6 ne sont pas leurs paramètres thermométriques. 



Les diverses propositions établies dans cette leçon don- 
nent lieu à deux observations importantes. 11 résulte des 

A B B 

§§ 97 et 101 , que les rapports 7 et - quand A = o , -7> 

n n n 

c . * . 

et "27 quand A'=o, deviennent sine et cose^ mais ces 

vraies valeurs de fractions qui se présentent sous la forme - 

ne sont ni Â, ni B, ni Bi, ni Ci. D'ailleurs, si Ton fait subir 
à la fonction F = sin e, ou F = cos e, l'épreuve du caractère 
général, défini par la septième leçon, on trouve que le pre- 
mier membre de l'équation (i5), au § 72, se réduit à 

g . . . - ; le coefficient g étant zp i dans le premier cas, 

I dans le second. Or il est impossible de ramener la 



fraction -;— ; — r—r-. à la forme sin TG — (adzfi)!, ou 
sm(a±fi) ^ ^ '^'-' 

cos [G — (a ± j3)], avec une constante finie G, soit réelle, 

soit imaginaire. Ainsi les fonctions sin e et cos s n'appar- 



I 
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tiennent pas à la classe des ( A,, B< , Q) : elles n^en ont pas 
le caractère essentiel ; elles n'en sont pas des variétés. 

Le système ellipsoïdal (6) et le système sphérique (sS) 
se confondent, se superposent, sont en quelque sorte tan- 
gents à rinfini; c'est-à-dire pour les valeurs du paramètre 
thermométrique y voisines de ses limites it: u, et pour les 
très-grandes valeurs du rayon p. Autrement : tous les hy- 
perboloïdes (6) ont leurs cônes asymptotes (^5), et la fa- 
mille des ellipsoïdes s'approche asymptotiquement de la 
sptère d'un rayon infini. Ce dernier genre d'asymptotisme 
diffère du premier, en ce que les familles de cônes (sS) 
changent, comme celles des hyperboloïdes (6), d'un système 
à un autre , ou avec la valeur du rapport h , tandis que la 
sphère asymptote des ellipsoïdes reste la même. Cette pro- 
priété que possède la sphère, d'appartenir en quelque sorte 
à tous les systèmes ellipsoïdaux, est d'un grand secours dans 
les applications , comme guide et comme moyen de décou* 
vertes. 
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DIXIÈME LEÇON. 



Problème de la transformation des transcendantes et des fonctions ellip- 
tiques. — Solution générale découverte par Jacobi. — Vériiication de cette 
solution. — Nouveau module.— Formules des nouvelles fonctions inverses.' 



S cvi. 

PROBLÈME DE LA TRANSFORMATION. 

Le système des fonctions inverses, directes et conjuguées, 
qui dépendent d'une valeur déterminée et fixe du rapport Ar, 
est maintenant défini aussi complètement que possible. 
Mais si Ton considère Tensemble des systèmes coordonnés 
correspondants à toutes les valeurs de k comprises entre 
zéro et Tunité, on doit se demander s'il n'existe pas entre 
eux des liaisons qui puissent permettre de passer d'an de 
ces systèmes à un autre. La solution générale du problème 
de la transformation des transcendantes et des fonctions el- 
liptiques , découverte par Jacobi , répond directement à la 
question , et il importe de la développer ici. 

Nous conserverons la notation des (A,, B,, Q) , tant 
pour éviter la traduction nouvelle d'un grand nombre de 
formules établies précédemment , que pour interpréter plus 
facilement les résultats obtenus , au point de vue des ap})li- 
cations à la géométrie et à la physique mathématique. Tou- 

tefois rien n'empêche de donner au rapports A = - le nom 

consacré de module, 

La formule — = BC , jointe aux relations qui existent 



t 



> 
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entre les trois fonctions (A. B^ C|. donne le paramètre 
thermométrîqne s sons la forme 



•«/ 



""Jo \^it^ — A- V — A-' 



nous écrirons la fonction inrerse A de cette manière A(£; A), 
quand il sera nécessaire de la distinguer d*une fonction 
semblable ayant un autre module ; pour le moment , appe- 
lons X la variable de Tint^rale (i). 

Le problème de la transformation des transcendantes 
elliptiques consiste à trouver une fonction rationnelle jr 
de X, qui satisfasse à l'équation 

w r ^. -" f-T— ^ 



M et / étant des constantes qu'il faut assigner en même 
temps que la fonction. Le premier membre étant e, on 
aura 



= a;c;^) et jr = A(^:/^; 



c'est-à-dire que la solution trouvée donnera la fonction in- 
verse A de -j pour le module /, à Taide de la fonction in- 

verse A de e pour le nuMlule A. On aura donc une formule 
de transformation entre fonctions inverses appartenant à 
des modules ou à des systèmes différents. On conçoit que le 
problème dont il s^agit doit avoir un nombre Infini de so- 
lutions; leur recherche est facilitée par le théorème sui- 
vant : 

§ CVII. 

THÉORÈME PRÉLIMINAIRE. 

Théorème. — Si 1 on a obtenu trois polynômes U, V, T, 
ne contenant que des puissances entières et positives de x. 
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et qui vérifient Tëquatioii 

(3) (/»V«— UO(V' — U») = (^' — .r»)(i— ar')T% 

le troisième polynôme T sera nécessairement égal à l'ex- 
pression 



( 



dV dy\ 

ax dx j 



déduite des deux autres, multipliée par un facteur constant. 
Démonstration. — On peut admettre que U et V sont 
premiers entre eux, c'est-à-dire qu'ils ne sont plus divi- 
sibles par un même polynôme en x. Conséquemment les 
quatre polynômes 

(4) (/v-t-u), (/v-u), (v + u), (v-u), 

diviseurs du premier membre (3), sont aussi premiers entre 
eux. De là résulte que chaque facteur simple de T (de la 
forme ajp-f- i), qui est double dans T', sera aussi double 
dans celui des polynômes (4) qu'il divisera. Soient p, et^' 
^al ou inférieur à p, les degrés de U et V ; 4^ sera le degré 
du premier membre (3), et ip — 2 celui deT; T aura 
donc 2p — 2 facteurs, lesquels seront doubles dans les 
polynômes (4)* 

D'un autre côté, ces derniers polynômes donnent, par la 
différentiation , 

identités d'où résulte que tout facteur double dans l'un de 
ces polynômes, lequel divise sa dérivée, divisera nécessai- 
rement l'expression 

dx d.v 



f 
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que nous désîgneroiis par W. Ainsi W sera divisible par 
tous les facteurs de T, et son degré q devra être au moins 
ip — 2. Mais les d^rés de U et V étant p, et p' égal ou infé- 
rieur à p : I® si ^= p, les termes dont Texposant est ^p — i 
seront ^aux dans les deux parties de la différence W, et 
se détruiront, d'où ^=2p — 25 2® si p'=p — i, il n'y 
aura pas de disparition analogue, et q sera p -\- p — 2, 
ou encore ^p — 25 3** si p' était moindre que p — î, 
q = p -^ p' — I serait moindre que ip — 2, ce qui ne sau- 
rait être. Donc p' sera égal , ou à ^, ou à p — 1 , et dans les 
deux cas le d^;ré de W sera ip — 2. Donc enGn Texpres- 
sion W et le polynôme T, qui ont le même d^ré et les 
mêmes diviseurs, ne peuvent différer que par un facteur 
constant. 

Corollaire. — Puisque Ton doit avoir identiquement 



=''('S- 



•^s)- 



si Ton substitue cette valeur dans Téquation (3), on en dé- 
duit facilement 

donc , si l'on pose jr = — , et que U soit nul pour jc = o, 

sans que V le soit, on aura une solution du problème de la 
transformation. Puis , pour déterminer la constante M, on 
fera x = o dans l'identité qui donne T, d'où 



T. 
M = 



i 



vs. 
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§ CVIII. 

CONSÉQUENCE D'UNE DES FORMULES D'EULER. 

Avant d'aborder la solution générale* donnée par Jaeobi, 
il y a encore une proposition à démontrer. Continuant de 
désigner par Â (e) la fonction inverse dont le module est Ar, 
la première des formules d'Eulcr, au § 41^ en posant 

a-|-p = <T, a — p = (î, 

devient 

^^' '^{s)-" X' - A' (a) A'Tp) 

On en déduit successiveincnl 

[lt:^A{,x)][kzfzA{3)] = P^zi[k{T) + A(ê)] + A.(9)A(i) 

- *. r . -c ^ A («) B (P) C (p ) A'(a)B'(p) C'(p)-A'(p)B'(a)C'(«) -| 

- l^A^-A'{a)A^fr [A'-A'(«)A'(P)? J' 

Or, en exprimant le numérateur de la dernière fraction 
en Â seulement, à Taidedcs relations 

(6) B» = ^^ — A% C» = I — AS 

on reconnaît tout de suite, comme au § 70, que ce numé- 
rateur est le produit de [A* («) — A* (P) ] par le dénomi- 
nateur de la fraction (5) , ce qui donne , après réduction^ 

[iq;iA{a)][izç:A(3)] 

_ A' - A' («) A' (p) qi 2 A (g) B.(p) C (p) + A» (») - A' (p) 

- A'-A'(a)A'(P) 

_ „ BMP)+A'(«)C'(P)T^B(P)A(«)C(p) 
~ *»— A»(a)A»(p) 

_ [B(p)TA(«)C( p)r 
~ *»— A»{a)A'(p) ' 
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En s'aidaut encore des relations (6), et rappelant la pre- 
mière formule (i3) du § 4!2, qui est 

(7) ^ A(a_.) = c|7]' 

on aura définitivement 

r,_ A(«) 1' 

(R) L -^A(a-p)J _ [Aq:A(J)][;=pA(<r)] 

. AM«)A'(P) ~ B»(P) 

X» 

formule qu'il s'agissait d'établir. 

§ cix. 

ÉNONCÉ DE LA SOLUTION DE JACOBI. 
Soit maintenant p = 4j ^^ un nombre entier, impair 
et quelconque*, désignons par i la fraction -9 on aura 

et l'on se rappellera que , d'après le § 42, 

(9) A(2i!i±«)=ipA(«), A(4cr±:«)=±A(t), 

Cela posé, x étant A (s) , la solution de Jacobi est donnée 
par Téquation 

où le dernier facteur est essentiellement 

x'A'(p-i). ' 
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les signes alternatifs supérieurs ayant lieu si p est de la 
forme 47 + 1 9 et les signes inférieurs si ce nombre est de la 
forme 4/ — 1> de telle sorte qu'au dernier facteur il y ait 
toujours le signe — . H ^'agit de faire voir que la valeur 
de /, donnée par cette équation (10), vérifie réellement la 
relation (2) , avec une constante M et un module / conve- 
nablement déterminés. 

S ex. 

TRANSFORMATION DE CET ÉNONCÉ. 

La formule (8) , en y faisant « = e, j3 = 2 ni, et A (e) = or, 
devient 



L'"^A(/? — 2/?)fJ _ [^qiA(g— 2/i/)][^ipA(i-h2/?/)] 
ar»A»(2/ii) "" B»(2/i/) ' 



I — 



et si l'on substitue à chaque fraction du second membre 
deTéquation (10) sa valeiu* transformée à l'aide de la for- 
mule (il) 9 on parviendra toujours à mettre cette équation 
(10) sous la forme importante 

, . ^_ [A=pA(01CAr=pA(»-h4t)3[4ryA(»-^-8iJ3...[A:pA(e-4-4(A>~00) 

^'^^ ' I"" A B*(!i'0B*(40...B«( /»-!)» 

Deux exemples ne laisseront aucun doute sur la généra- 
lité de cette transformation. Soit /j? = 5= 4»i4-i, l'équa- 
tion posée (10) est 

A^ A' 

et, par un double usage de (i i) , le second membre devient 
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Or. en ajoutant à £. 10/ ou 217 dans le second et le troisième 
facteur du numérateur. 20/ ou 4^7 dans le quairiènie, et 
ayant ^:ard aux relations (9K on peut, en ordonnant les 
facteurs, mettre U valeur précédente sous la forme 

Soit /?=rj = 4-^ — »• le second membre de Féquation 
(10) sera 



( 



x\ ['-^I ['"-^3 ' ['-âtJ . 

it/' :K=A'(2r jHA=(4n jrA=(6i ' 



il= X= ' iP 



par un triple usage de la formule (li)? cette expression 
prend la forme d^une seule fraction . ayant pour dénomi- 
nateur 

it.B->/..BV4/).B- 61;, 
et pour numérateur le produit des sept facteurs 

[* + A(.-4/)j, [* + A(* + 40], 

[*_A(e— 6/)l, [* — A{t + 6i)]. 

Or, ajoutant à £, i4< on 20, dans les a*. 3', 6* et 7*, a8i 
on 4<7 dans le 4'» ^t ayant ^ard aux relations (9) , on peut 
écrire et ordonner ces facteurs de la manière suivante : 

[* + A(.)], 
[*+A>+ 40], [* + A(t4- 8/], 
^'*' [iH-A(s + iai.i], [it + A(.H-i6/)l, 

[X+A(î + aoi)], [X -t-A;» + a4i)]; 

et leur produit a la forme annoncée (la). 
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§ CXL 

DÉDUCTION DE x- 

D'après les formes (12), (i3) , (i4) ? il est évident que le 
second membre de Féquation (12) reste le pième, et que 
conséquemmeut y ne change pas , quand on augmente la 
variable s de 4' • car le premier facteur devient le deuxième, 
le deuxième devient le troisième , et ainsi de suite ju^qu au 
dernier, qui devient [fczp A (e -h 4^)] ou [fczp A (e)], 
c'est-à-dire le premier. Or, si Ton fait a: = o dans l'équa- 
tion posëe (10), on a 

y 

I — j = j , d'où / = o ; 

doncj^ sera nul , non-seulement pour a: = o = A (o) , mais 

aussi pour j: = A (40î ^(^0? ^ (^^t /),..., A [4 (^^^^-i)*], 
ou, ce qui est la même chose d'après lés relations (9), pour 
x = ±h\ii), =bA(4/), =hA(6/),...,=h(p — 1)1. 
D'après cela, si Ton résout l'équation (10) par rapport 

à jî sa valeur sera le produit d'une constante par une frac- 
tion, dont le dénominateur sera évidemment le même qu'au 
second membre de (10) , et dont le numérateur sera le pro- 
duit des p facteurs 

C'estr-à-dire que l'on aur?, en employant une notation 



10 



^: 
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4!onnuc, 

(i5) IV. ' "^ \ ~ ~A'('>-ni)) 



m k / a^A}[7^m) 



m étant une constante qu il s'agit de déterminer. 

§ CXII. 

VALEUR DE LA CONSTANTE m. 
Or si, dans Téquation (lo) , on fait 

6 = dbcT, d'où .r=A(dbcî)=rltX', 

le second membre s'annule, et Ton a j' = /^ ces valeurs 
correspondantes K étant substituées dans l'équation (i5), 
donneront, en changeant les signes des facteurs du pro- 
duit n placé au numérateur, facteurs dont le nombre 



m 



est pair, ou impair suivant que p ==z ^j dzi, et 



en ayant égard aux relations (6), d'abord, dans les deux cas, 

1 B'(2/l/) 
7?| = n ; r — -^ > 

A*(2/îi) C'(2ni) 
et ensuite, en remarquant que 

B(2/ii) • 

— ^ f = A(j3 — 2n)iy 

d'après la formule (7), plus simplement 

•^ . nA»(2iw) 
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§ cxni. 

DÉDUCTION DE i/i - (^V- 

• 

Si l'on écrit une seconde fois l'^uation (i o), en changeant 
le signe de a:, et par suite celui de j* d'après (i5), si Ton 
multiplie, membre à membre, la Nouvelle équation par la 
première, enfin si l'on extrait la racine carrée du produit, 
il viendra 

§ CXIV. 

NOUVEAU MODtJLE. 
On peut disposer du module /> encore indéterminé, de 
telle sorte que si l'on change t en - dans le second mem- 

y I fî 

bre de l'équation (iS), y se change en — Soit d'abord - 
ce que devient le second membre par le changement de - 



I 
*n - j on -aura 



A' 






u mx l A^ (2 ni) 

x' A' {2 ni) 

n 



)■ 



mxnA*{'ini) ( x^ 



el multipliant par lequation (i5), membre à membre, U 



l4â LEÇONS 

en rrsiîlteru 



lu m^nK^[^ni) n A* (/? — ?./i)/ 
d'après la valeur (16) de m\ d^où il suit que u sera égal 



«j' 



SI 

nA*(/? — 2/ï)/ 



Ci8) / = 



kP-' 



S cxv. 

DÉDUCTION DE y/T^. 
A Yee celte valeur de /, on peut changer à la fois -r en -? et 

y en -9 non-seulement dans l'équation (i5), mais aussi dans 

Téquation ^17), qui peut être considérée comme étant une 
conséquence de la première. Par ce double changement, 
Féquation (17) devient, en multipliant de part et d'autre 

par y—i : 

k^ 

Y X A*(2/ii) 

^A'.(/? — 2 7i)r 

__ v^ I — x' kP-" ' jp 

.1 — 



A^(2/ïi) 



puis, multipliant par l'équation (i5), membre à membre 
on aura simplement 

^ / j:^A^(2/ii) \ 
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car, d'après la valeur (i6) de m et la valeur (18) de /, au a 

m n A^ (2 ni).nX'{p^2n)i'~7' 

§ CXVI. 

VÉRIFICATION DE LA SOLUTION. 

Âiusiy le groupe complet des équations (i5), (17), (19), 
avec les valeurs (16) de m, (18) de /, est une conséquence 
nécessaire, soit de Téquation posée (10), soit de Téquation 
déduite (i5). Or, si Von pose 



(20) 



-7 X n I ; — - ) = u , 



r-y-^P 



les trois équations de ce groupe sont , plus simplement, 

U 

i 

mettant dans les deux dernières la valeur dey, donnée par 
la première, multipliant ces deux équations Fuue par 
Fautre, élevant au carré, et chassant les dénominateurs, 
on £Cttra 

(•22) ,(PV^-u^)(V' — U')-=(x-2— Jt^)(i-x2)(QQ')^ . 
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C'çsl-à-dire que les polynômes U, V, T == Q(^<i { 20), véri- 
fient Féqualion (3) du théorème jprimilif ^ et commie, pour 
a: =1 o , on a 

il résulte du corollaire qui suit ce théorème qu en prenant 
ta constante M de l'équation (2) égale à 

\ dx/o \mfrj ' 

> 

îa valeur (i5) dej^ avec le niodule / (18), donne une solu^ 
lion du problème de la transformation des transcendantes et 
des fçnctions elliptiques. 

Cette solution, mémorable dans Thistoire des mathéma- 
tiques, est d'une généralité plus grande encore qu'elle ne 
paraît àtf premier abord : car les facteurs des constantes m 
et / sont des fonctions algébriques assignables du Etombre 
A (1 ) , qui , pour un même entier /^, a , comme nous le ver- 
rons, plusieurs valeurs également admissibles. Si Ton 
adopte pour /, ainsi que nous l'avons supposé, la fraction 

~? zs étant le même nombre que dans les leçons précé^ 

dentés , il en résulte que le nouveau module / est moindre 
que l'ancien A^ , car la valeur (i 8) peut se mettre sous la 
forme 

'A (/? — 2 /2 ) i 



i=APn 



k 



P — ^ 



le nombre dès facteurs du produit H étatit^^^ — — \ m* it est 

moindre que l'iinité , tandis que les K[p — 2/2)1, tous 
réels, ne sauraient surpasser le module k. Pour cPautres 
valeurs, ûu nombre A (/) , le contrai œ à lieu, c'cst-à*4àtre 
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que le nouveau module peut surpasser l'^ucieii ; ce' <jut 
do^me deux genres d^ transformation des transcendantes et 
des fonctions elliptiques , en quelqtie sofrte opposés , et dont 
TéCude comp£^rative fera TolDJet de la prochaine leçon. 

§ CXVII. 

FORMULES DES NOUVELLES FOJ^CTIONS JNVERSESi 

- I. 

> 

L' introduction du complément (tj'v — i — e) apparte- 
nant au groupe (A , B, C) et qui est défini au § 78, permet 
d'écrire le groupe des équations (i 5), (17) et (19) sôus la 
forme suivante : 

\m ) ^ A*(i) — coA?{ini) ■ 

/ ^A ]«"/e A ^, , B=^ (e) — b'(/? — 2/1)/ 

^ ^ \ \ùi^ 1 \^ B^(s) — coB^{2/i/) 

comme on le vérifiera sans peine à Taide de la première 
ligne du tableau (aS) , § 78, des relations (6) et des valeurs 
de #7? et de /. 

La simplicité et la symétrie remarquables de ces for- 
mules (23) résultent delà notation que nous avons em- 
ployée. Elles nous serviront d'excuse si l'on ne trouve pas 
qu'en rejetant la fonction inverse intermédiaire o^e, § 96, 
appelée ram^/i/iiéfc de e, nous ayons simplifié l'exposi- 
tion de la découverte de Jacobi. 

Les applications qui termineront le Cours- actuel rendaient 
indispensable l'emploi d'une; notation nouvelle, ibndée sur 
les définitions déduites de la considération des surfaces iso- 
thermes^ D'ailleurs, si l'introduction de l'amplitude a réel- 
lement simplifié l'évaluation des transcendantes elliptiques^ 
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elle a certainement compliqué Fétudede leurs fonctions in- 
verses. Ges fonctions étant représentées par des^sinus et des 
cosinus ; unr tel rapprochement , en quelque sorte hétéro^ 
gène, a pu retarder la découverte de leurs propriétés carac- 
téristiques, pt même, en ce qui concerne les transcen- 
dantes, on peut douter que les amplitudes soient préférables 
aux paramètres thermométriques , si l'on en juge par la 
vérification pénible, que Poisson a faite, des deux int^rales 
définies multiples immédiatement posées aux §§ 90 et 104. 
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ONZIÈME LEÇON. 



Double solution dn problème de la transformation. — Formules et carac- 
tères des deux transformations. — Théorème sur les transformations d'une 
fonction inverse et de sa conjuguée. — Nouvelle solution de la multipli- 
cation des transcendantes. 



§ ex VIII. 

NOUVELLE NOTATION POUR LES « ET a'. 

La solution générale du problème de la transformation 
dés transcendantes et des fonctions elliptiques, posée et 
vérifiée dans la dixième leçon , conduit à des conséquences 
importantes que nous allons développer dans celle-ci. Afin 
de faciliter les renvois , au lieu de commencer une nou- 
velle série de numéros d'ordre pour les formules et les ta- 
bleaux , nous prolongerons celle de la dernière séancte. 

Obligés que nous sommes maintenant de considérer si- 
multanément les fonctions inverses de plusieurs systèmes , 
il y a nécessité de désigner autrement les nombres C7 et cj' 
qui changent d'un système à un autre. Prenant toujours 
une petite lettre pour le module, et la même lettre accen- 
tuée pour son complémentaire , nous représenterons par les 
grandes lettres correspondantes les nombres g7 et gf' qui 
appartiennent à leur système. Ainsi , dans le système pri- 
mitif que transforme la dixième leçon , /r et A' étant les deux 
modules complémentaires, K et K' remplaceront m et isi^, et 
les valeurs de ces nombres dans le nouveau système, dont / 
et /' sont les modules, seront L et L'. 
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§ CXIX. 

MULTIPLICITÉ DES VALEURS DE A(i). 

Les facteurs qui composent les consUntés m ( 1 6) et / ( 1 8) , 
ainsi que les coefficients et lés dénominateurs qui entrent 
dans les produits n du groupe (i 5), (17), (19) dclatrans- 
foi'matioiî^ sont tous de la forme. A' (^z),, ^ étant un nombre 
entier. Or, en se servant de la formide d'Euler (5) et des 
relations (6), il sera toujours possible d'exprimer algébri- 
quement tous les A (^/), à Taide de A (1) seulement; si donc 
ce dernier nombre admet plusieurs valeurs différences , à 
chacune d'elles correspondra une transformation spéciale 
et distincte. Cette multiplicité existe effectivement. Le pa- 
ramètre i est détertainé par Téquation 

(24) A (/.*•) = ^, 

et'^uànd cette équation est satisfaite, la propriété dont jouit 
l'équatioii (12), de ne pas changer quand s augmente de 4 h 
^t d'où découle toute la vérification, est essentiellement 
conservée. Il s'agît de résoudre Téquation (a4) par rapport 
à la quantité i. 

La fonction inverse A est égale à Ar, non-seulement quand 
s est égal à C7 ou K , mais aussi quand on ajoute à K des 
multiples des deux périodes, réelle et imaginaire, 4"^ où 
4K, acy'v— Tou aRV^^ftableau (6), §61]^ on aura 
donc 

A{(4l-hi)R.-h »JK'v/.^] = A(/>/)=/, 

I «t j étant des nombres entiers quelconques, positifs ou 
négatifs*, d'où 

Mais au nombre infini des valeurs de i, données par celte 
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équation ( 2S) , ne correspondent qu'un nombre limité de 
valeurs de A (/), par suite de la double pénodicité de la 
fonction inverse, et ce nombre ne saurait surpasser p^. 



S cxx. 

TRANSFORMATION PAR /RÉEU. 

K 

*Simmfaît*Is=:o, J=o^oii ai = — » valetir réelle. Con^ 

; ^ P - / 

servant les lettres m et /, pour désigner le coefficient et Je 

nouveau module , dàn« les formules <( ^ 5 ) , ( 17 ) ot ( ip ), s'ap- 

pliquant à tous les A ( i) possibles , nous désignerons par p 

et h les valeurs que prennent m et /quand 1'=—) et les 

formules delà transfonnation qui correspond à cette valeur 
réelle particulière seront les suivantes : 

-« 






î'^' ' '='(?')="-^"[-- 



(«-)A*(/i— «w)/ 



]^ 



="[- 



A»(«)A»(2/i/) 



] 






zz: x/» n ( - 



A(/? — 2/î)/\\ 



)' 



OÙ / est spécialement ^ 9 4> le dénominateur commim, eî 

où les A sans désignation de module appartiennent au pri^ 
nritîfft. 




n 
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S cxxi. 

TRANSFORMATION PAR i IMAGINAIRE. 

Parmi les autres valeurs de /, il en est une qui , bien quMma* 
ginaire, conduit aux formules, pareillement réelles « d'une 
seconde transformation, dont les rapports avec la pre- 
mière sont l'objet principal de l'étude actuelle. Le nombre 
pz=:/^j±i donnant 4 [àzj)~{'i=^±p^ on prend dans (25) 

I = ±;, 2J= I — p; d'oà i = ±K— ,K' ^I^ZT-»- — v/^^, 
ou bien, en posant — = i' : 

(27) f=±K +'(«■'- K')\/-l. 

» 

Telle est la valeur de i qu'il s'agit de substituer dans les 
formules générales. 

Par cette valeur, on aura 

(A% B% ou C»)(2/î/)— (A% B% ou C')(2/ï«'— 2/fifr')^IITv 

puisque (A, B, ou C) (e d= 2nK) ne peuvent différer de 
(A, B, ouC) (e) que par le signe. Si l'on rapproche les 
tableaux (5), § 60, et (i3), ^ ^ 9 ^^ établit facilement les 
relations 

A(.v/irT)=*/-ï^W 



(28) ; B(.^^iT)= **' 



B' (0 ' 
B>)' 



* * 

en les appliquant au cas actuel, et supprimant ( — %nY^) 
dans les carrés (A'% B", ou C») (2m' — 2«K'), il vient 
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définitivement, quand / a U valeur (27) : 

^ , .: ^ ,^ MU uni') 

la^lernière forme résulte jde Fëquation (7) appliquée aux 
fonctions conjuguées. 

Désignons par X et g^ W valeurs de la constante m (16) et 
du module / (18) dans Je cas actuel*, les relations (2g) don- 
neront d'abord 

et ensuite 



C-i^) ^ 



étant le nombre des facteurs du produit II. Or il 

faut supprimer ici le facteur (— i) ^ . En effet, la démons- 
tration commencée au § 109 .suppose i réel^ alors 'le pre-- 

mier membre de l'éqUation posée (10) est bien i-^j-; il 

doit être i qp j quand i est imaginaire : car, en vue de tous 

les cas , il n'est pas nécessaire d'assigner d'avance le signe 

de T au premier membre de l'équation (10), pour que l'on 

puisse déduire la forme de l'équation (i5)^ et lorsque ensuite 
on veut déterminer m, constante qui doit être essentielle- 
ment positive^, d'après le rôle qu'elle doit joiier'daâs Fëqua- 
tion (it),si/!7 = 4y — 19 onfaitx=t: — /r an iecond membre 
dé (i5), lequel devient positif quand i est réel^ n^atif 
quand 1 est imaginaire ; ce qui apprend qn'i ar = — At doit 



à 



"Jk 



l58 LEÇOHS 

correspondre y = i dans le premier cas, ei j' = — / dan» 
le second. 

D'après cela, si Ton acbève de substituer les valeurs (29) 
dans les équations (i5), (17) et (19)9 le$ formules de la se- 
conde transformation seront 

(3o) ^(^^)=i^Wn[.-g^], 






A'»(2/ïl') 



^ X/^^" \C(2/ïi')j 



/^ étant — 9 et le dénominateur commun. On remarquera 

qu'ici lès produits II ne peuvent s'annuler pour aucune 
valeur réelle de A (e), pas même ceux qui sont aux^ numéra- 
teurs des B(-fg:JetC(^;g^j» car C est toujours compris 
entre k et Tunité, et A entre zéro et k. 



S cxxii. 

NOTATION DES r,, jy 

. Pour simplifier Ténoncé des propriétés réciproques des 
deux transformations (26) -et (3o), nous désignerons la 
pt«miere par le symbole [rj, la seconde par celui-ci f/^]? et 
x:=: A (e; A) étant la fonction iqverse. primitive, noua re- 




w^ 
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présenterons par j-, el j^ les fonctions nouvelles que Ton 
obtient par les deux transformations [rjet [p]. Par exemple, 
avec cette notation , on peut dire que les valeurs 



X' 



Yr 1 * 



1 — 



I — 



A'(2/?f) 



(3i) 



où 



• \- A* [7. ni) \ 



{p — an)r 



Zl- l'I 



I-h 



g 



\ k 



n 



iH- 



x'B'»(2/i/') 
k^ M^ ( ? ni' ) 



ou 






sont des solutions de Féquation ( 2 ), car elles donnent iden- 
tiquement 



§ CXXIIl. 

CHANGEMENT DE s EN s y/^^^ DANS [r]. 

Les équations des tableaux (26} et (3o), ayant lieu 
quelque sok £, peuvent être traitées comme des identités, 
qui existent toujours , lors même que Voh donne h la va- 
riable une valeur imaginaire. Voyons donc ce f(ae devien- 
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nent ces équations lorsqu'on y changé je en e ^-^i. Par ce 
changement, les formules (28) et les relations connues 
entre (A, B, C), entre (M, B', C) transforment successi- 
vement la pi^mière ( 26) de la manière suivante : 



A' A'' (s) 



iH- 



B^^(s)A^(aiif) 



1 r==~ R^77\ M 'AM2m) / 



A^'(e)B^(2m) ; 
X-^=^A'(2/i/) 
'^^ A^^(e)C^(2/«y 



et les deux autres équations (26) deviennent, par une suite 
d'opérations semblables, 

A^^(g)A^(2/gi) 



., '■(s^'1 



n 



rrî 



B'(e) , A^^(£)C'(2 /^|) 



c 



C'l--A'\ , A'MO 



f* 



A-'^ 



i9e ces trois équations, celle en B' (-;.&'] seul permet 
d*isoler A' (-^ /?M et C ( -^ A') dans, les deux autres , et 
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l'on obtient définitivement le tableau 



i6i 



(33) 



i..(-;.)=iî^„[.- 



A"(£)C'(2/I/) 



] 

] 






= n 



\f / *' ^^ L C'(2«/)J 

r .„/ X A^(2m)l 



A2(272/) 



' ^''=;t'/'~-°\cTi^j" 



où 4*' est le dénominateur commun , et îi la valeur que l'on 
obtient en changeant à la fois, dans la première équation, 



A'(.) i 



^'(^'") 



7-' en 777— y^ et — ~ — - en -^ — r-? seule valeur qui 



puisse vérifier que la troisième équation est une consé- 
quence des deux premières \ K est d'ailleurs le module corn- 
plémentaii^e de A , comme h! est celui de k* 



§ CXXIV. 

CHANGEMENT DE e EN e yT^i DANS Ip], 

Par le même changement de e en e y — i , tes formules (28) 
et les relations connues entre (A, B, C), entre (A', B', C), 



1 1 



> 
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transforment ainsi la première équation (So) . 



' B''(6)A'>(2m") 



i—k' 



A'2(6)A'»(2/2/') 



'M 



1 A'(s) 



n;ou 









I-^ 



OU 



A'' (2 ni')' 



1 — 



' A'MO 



A'^(/>— 2/1.)/' 



et les deux autres équations (3o) deviennent, par les mèmi 
opérations , 



^ 



A' 



1 — 






B'(e) 



n 






I — 



A"(.) 



A''(/> — a/i)j' 



B'(.)" 



I 



A''(e)A''(p-:-2n)i' 



J2 



A'^(s) 



A'^(/? — 2/l)/' 



De ces trois nouvelles équations , celle en B' ( - : g ) sei 
jjermel d'isoler A' ( - ; g' V et CM - ^ g' \ dans les deux; ai 
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1res 5 et l'on a le tableau 

^ ^-" A'Mam') ' ^-^'"1^ T' )' - 

OÙ 0' est le dénominateur commun , et g' la valeur que l'on 
obtient en cbangeant à la fois dans la première équation — 7- 

• • A' 



A' 
I \ A 7 I 



en -rrr—. » et — — -, en -, r 7 seule valeur qui puisse 

M.) ^ ,,(.^^) '. P 

vérifier que la troisième équation est une conséquence, des 
deux premières*, g^ est d'ailleurs le module complémentaire 
dç g^ comm€ k^ est celui de k. 



S cxxv. 

THÉORÈME DES- (7,, yp ET (f^.fl). . 

Du rapprochement des quatre tableaux (26), (3o), (33) 
€t (34) 9 il résulte qu'en désignant par .t/ la fonction con- 
juguée A'(e) , et par j' celle qu'on en déduit par transfor- 

11- 
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iiiatîou, les ilt*ox valeui-s 

oii a = n — ^^- , k'= — — n ( — : r I j 



I 



_: =: n ^^ *- , 



\ ""^"^" A-->mM - ^^=^^"( i^ )- 

donneroiil identiquemeot 



36} I " 






Les deux groupes [(3i), (3a)] et [(35), (36)] éu- 
blissent le théorème suivant : 

Théorème. — Si Ton applique la transformation [ r] à 
la fonction inverse Â [e] et la transformation [p ] à sa con- 
iuguée A' (s) les deux fonctions nouvelles seront conjuguées 
Tune de l'autre , et le coefficient m ou fi sera le même. Et , 
réciproquement, si Ton applique la transformation [p] à 
A (s), et la transformation [r] à A' (s) , les deux fonctions 
nouvelles seront encore conjuguées Tune de Vautre, et le 
coefficient m ou i sera le même. 
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§ CXXVI. 

DISTINCTION ENTRE [r] ET [p]. 

Dans la transformation [r], tableaa (26), si la variable e 
parcourt l'intervalle de — K à -hK, x = k[e) marche 
de — A" à -h A, et ne s'annule qu'une fois, tandis que 

A I -•, h\ passe p fois par zéro. Ou, autrement, quand la 

variable e de A (e 5 k) parcourt l'intervalle 2K , la variable 

- de A I -; A) parcourt nécessairement l'inlervalle 2/7 H; 

donc — = 2 r; H , ou 

(37) K = p/7H. 

Dans la transformation [p] , tableau (3o), $\ la variable 
£ parcourt l'intervalle de — K à H- K, x =^ A(e) marche 
de — A" à -f-A", et ne s'annule qu^une fois, tandis que 

A i^'-) S 1^ "^ passant aussi qu'une fois par zéro, marche 

de — g à -f- gr. Ou, autrement, quand la variable e de 

A (6 ; k) parcourt l'intervalle 2 K , la variable - de A ( r^ g^j 

parcourt nécessairement l'intervalle 2G; ou a donc 

-— = 2G, ou 

(38) K=:XG. 

§ CXXVIl. 



or 



RELATIONS DES RAPPORTS -1 



zs 



^elleest la différence caractéristique des deux transfor- 
mations [r] et [pj. Si Ton applique l^s deux formules (37) 



â 
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et (38) aux deux Iransformées , j^^ (3i) et y (35), on a 

p 

Si l'on applique les deux formules (38) et (37) aux deux 
transformées r (3i) eiY'r (35) , ou a 



(4o) i./ ^.^_, ' 



G K 



\ K' = lpQ^y ^'^^^ G'=^K>- 



§ CXXVIII. 

RETOUR A X PAR [p] APRÈS [r]. 

Il résulte de la comparaison de ces deux groupes (39) et 
(4o), que si l'on change R en H, G se changera en K, ou 
bien que si l'on change k enh^ g se changera en A", c'est- 
à-dire que si , après avoir passé du module h au module h 
par la transformation [r] , ou de x à y^ , on applique à y,. 
la transformation [f ], pour obtenir une nouvelle fonction z, 
on repassera du module h au module A^. 

Voyons quelle sera la valeur du coefficient m ou i, dans 
cette dernière transformation [joj. Il faut, pour obtenir 
cette valeur, que nous désignerons par A , changer, dans 

A = — [valeur déduite du groupe (4^)] K en H, et G en K; 

H . H I 

d'où A =^^' Mais, d'après le groupe (39), on a — = — ; 

donc 

(4i^. A=— . 
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§ CXXIX. 

NOUVELLE SOLUTION DE LA MULTIPLICATION. 

Ainsi la transformation [r], appliquée à x, ayant résolu 
Téqualion 

r '''• ^ „ r „ . dr .__ , 

la transformation f /s], appliquée à y, résout celle-ci : 
Çy dy _ x_ /" ilz 






d'où Ton conclut, par l'élimination de Tintégrale transcen- 
dante en Y y 



(42) / ^^^ , ^ , / J^il 

c'est-à-dire cjue la nouvelle fonction inverse z, d'abord 
exprimée en^^ par des substitutions correspondantes dans 
la formule yp (3i) [savoir : par les changements respectifs 

de xp, g, .r, X, (A', B', ou C) de (r//'; k'), 
en z, X, jr,, A, (A', B', ou C) de U — : A' j , 

faits dans cette formule], puis exprimée en x, en substi- 
tuant à fr sa valeur (3i), résoudra Téquation (42) , ou le 
problème de la multiplication des transcendantes ellip- 
tiques. 

Cette nouvelle solution, obtenue par une double trans- 
formation, c'est-à-dire par le passage du module k au 



> 
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module A, et le retour du module h au module h , se dis- 
tingue essentiellement de la solution trouvée par Abel, 
§ 65 9 sans changer de module, ou en restant dans le même 
système de fonctions inverses. 

L'identité nécessaire des deux valeurs de -? ou A [pt) , en 
a: ou A (e), obtenue des deux manières, pourra conduire à 
des conséquences importantes sur la liaison qui existe entre 
les fonctions inverses de systèmes différents. Et ces con- 
séquences seront exclusivement dues à la découverte de 
Jacobi . 



SUE LES FONCTIONS INTERSES , ETC. 169 



DOUZIEME LEÇON. 

Transformation des transcendantes elliptiques étendues aux neuf fonctions 
( A^., B^., C^). — Transformations descendante et ascendante. — Générali- 
sations. — Échelle descendante. — Échelle ascendante. — Solution géné- 
rale du problème des échelles. 



S cxxx. 

TRANSFORMATIONS PAR LES (A, B, C). 

Les solutions trouvées du problème de la transformation 
des transcendantes elliptiques s'appliquent non-seulement 
à la fonction inverse A, mais à tous les (A,, B,-, Q) appar- 
tenant au même système ou au même module k. Il importe 
de constater cette généralisation , qui donne une nouvelle 
preuve de la simultanéité des neuf fonctions. 

D'abord, les formules (26), § 120, de la transformation 
[r], peuvent se mettre sous la forme 



t^)= 



t*A(e)n , 

■ A' (e) 



A'(2/ii) 

en chassant les dénominateurs A , k, (i, substituant leurs 
valeurs, ramenant à l'unité, dans les facteurs des pro- 



à 



I 
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duits n, les coefficients de A' (e) que l'on remplace ensuixe 
par V — B'(6) dans la seconde formule, par i^ — tl*(^) 
dans la troisième. 

Ainsi écrites, ces formules reproduisent par elles-mêmes 
les valeurs de fz, A, A' : fx s'obtient en faisant, dans la troi- 
sième , e = o , d'où C(e) = i,etC(-; A][ = i^ ^i. étant 
connu, on retrouve h eii faisant, dans la seconde, e = 0, 
d'où B (e) = /r, et B ( -*, A j = A ; enfin on obtient A' en 
faisant, encore dans la troisième, e = R, d'où C (e) = A', 
CI-; A I = A'. Ce qui donne 

A}{p — 7.n)i 



(1 bis) h z= f(P\ll 



K[p — in)i 



k'P 



Pareillement, les formules (3o), § 121, de la transforma- 
tion [p] , peuvent se mettre sous la forme 

* ^' ^ A' ^2 «/•'.) 
B'(s) + B"(y3 — 2n)i' 



(a) . B(i;g)=.B(.)n5!i^ 



^^'"■'> -B'W 



0-)= 



A' '(2/1/') 



X C (.) n— ^^TT — ^^ — - ; 



à l'aide des mêmes opérations xjui ont donné le tàWe^ù (i). 
Ces fokTnnles reproduisent aussi par elles-^mémes les valeurs 
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de X, g, g^, lesquelles sont 



g'=:A^pn 



A'(/>— 2/l)l'V 



)• 



§ CXXXI. 

V 

TRANSFORMATIONS DESCENDANTE ET ASCENDANTE. 

Aux valeurs (i ftw), le module primitif /r étant moindre 
que Tunité et A{p — a w) « moindre que /r, le nouveau 
module h est plus petit que A, et puisque l'on doit avoir 
>A*-f- A"= i = A'-f- A'*, h^ est au contraire plus grand que 
A'.' Aux valeurs (2 bis)^ h' étant moindre que l'unité, et 
^ A' {p — in)V moindre que V^ ^ est plus petit A', et puis- 
que l'on doit avoir g'+g^'=i = A*-4-A'*, le nouveau 
module g est au contraire plus grand que A. 

Ainsi, des deux transformations [r] et [p], appliquées 
aux fonctions inverses (A , B, C), la première diminue le 
module, la seconde l'augmente. En outre, par la transfor- 
mation [r] , le rapport —, diminue, ou descend en valeur, 

puisque de —, il devient — = -— » § 127; et, au con- 



traire, parla transformation [p]» le rapport — augmente. 



P 



ou monte en valeur, purisque de —7 il devient *^^sst p -^7, 

K. (jr K. 

§ 127. Nous exprimerons cette différence caractéristique^ 
en disant que la première transformation est descendante f 
et la seconde ascendante. 
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$ cxxxu. 

TRANSFORMATIONS DE s PAR LES (A, R, C). 
Si l'on désigne par cl»^ , ife©^ , F* les fonctions inverses de 
- au modale descendant h du tableau (i) , par d»^, ifba? I^a 

les fonctions inverses de - au module ascendant g du ta- 
bleau (2), par A^ B, C, les fonctions de £ au module pri- 
mitif /r, les formules des deux tableaux (i) et (2) résolvent 
respectivement les équations suivantes : 



V*' — AV»— A'J ^A>ai d^y 






'lfb« 



_ r' rfc 1 •^'"j^^^^Vrj-A" 

~Jc v'»— c',s/c^^^' 1 , r' ''l'a 



que l'on déduit facilement des différentiellee (6) , § 37 .~ 

Ainsi, pour transformer la transcendante e, on peut 
appliquer l'une ou l'autre des transformations descendante 
et asc«ndante , indifféremment à Tune des trois fonctions 
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inverses (Â, B, G); les coefficients p ou i, les nouveaux 
modules h ou g^ sont les mêmes dans les trois cas. 

§ CXXXIII. 

TRANSFORMATIONS PAR LES (A, B', G). 

Les transformations [p] et [r] appliquées aux fonctions 
inverses (A', B', C) du système conjugué , donnent les ta-r 
bleaux (33) et (34) 9 §§ ^23 et 12i, que l'on met sous la 
forme 

A' ( -: h'\ =aA'(8 n -_-_A_^ 



B'(i;A')=,B'(e)n?> 



A} [7. ni) 
)+B^(;? — 2/î)/ 



A}[7,ni) ^ ^ 






A» (2 ni) 



(4) 



A'(î;^)=:^A'(e)n 



k'^{i ni') — A.'-' {t) 



' A"{2nJ') 



c'MO 



B^f2^) ' 

A'^(2/îr) 



en répétant les mêmes opérations que pour les tableaux (i) 
et (2). On peut alors vérifier, par leur reproduction dî- 
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recte, que les coefficients a«etX, les modules (A, A'), {g^ g') 
ont ici les mêmes valeurs (i his) et ( 2 bis). 

§ CXXXIV. 

TRANSFORMATIONS EN (A,, B,, C,). 

Il s'agit d'obtenir les formules (4) en (Aj, Bi, Ci). À 
cet effet on se servira du groupe de relations 

A, Al . A, 

_ ^ .A' B' 

(5) A^-BÎ = ^S Aî + C: = i, B^+CÎ = /^ 

/5^ 



A.(/> — 2ir)«'= - 



A, (2/î/') 



C.(;,~2.)/-?lIi^, . 

A, (2/1/') 

empruntées aux tableaux (i3) et (i4)> §^^7 tirées du ta- 
bleau (2), §80, enfin déduites des équations (6), § 48. 
On substituera ces diverses valeurs dans les formules de la 
première case (4) 5 exprimant d'abord tous les produits II 
en B'(e) 5 remarquant' que Tune des trois équations qui 

contient Al { -v^l seul, permet d'isoFér Bj (-; Aj et 

Cl ( -', h\ aux deux autres; remplaçant enfin B^ (e) par 
AJ (e) — A* dans la première, par A'*— Ci'(ç) dans la troi- 



k. 
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sième , on obtient définitivement le groupe 



(6) 



1 \ / 



) 






où le coefficient /x et les modules h et A' actuellement trans- 
formés en ( C, , A', ) , ont les valeurs 

C,'(2//f) 

(6 M ''='^^0^\ 

nxy (a m ) 

qui se reproduisent d'ailleurs directement quand on fait 
successivement, dans la première (6) e=R', Ai(e) = i, 

Al ( - : A ) =1 ; dans la première encore g = o , A, (e) = Ar, 
Ai l- .h\ =h] enfin dans la troisième s = o, Ct(e) = A', 



Cj-',h] =h'. 



Les mêmes substitutions et des opérations semblable» 
faites dans les formules de la secoi^de case (4) conduisent 
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au nouveau gix)upe 



( ■ A' (0 + "• ^^"''^ 



(7) |B,(i;fj=XB.(.)n 



BÎ(2«.-')-BÎ(,) 



B; (2m') 

cmO-cHa'- 271)1" 



où le coefficient i, et les modules g et g', actuellement 
transformés en (Ci, Aj), ont les valeurs 



[ibis) g = 



C\(p^2n)i' 

nAî(2/îi') 



kp-' 



ncî(2m-) . 

qui se reproduisent d'ailleurs directement, de la même 
manière. 

§ cxxxv. 

TRANSFORMATIONS DE s PAR LES (A,, B,, C,). 

Si Ton désigne par g^^,, '^o\î T^i» 'es fonctions inverses 
de - au module descendant h du tableau (6), par «s'^a^, 

iJîiaj , Fa^ , les fonctions de - au module ascendant g du 

tableau (7), par Ai , 61 , Ci , les fonctions de e au module 
primitif Ar, les formules des deux tableaux (6) et (7). rë-»^ 
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solvent respectivement lesnîquations suivantes: 



rfC, 1 Vriy.-rJ_v/A"-r}, 



~Jc. v'i-Cîv'*"-Cî] /.«< . ^r^ 

que l'on déduit facilement des différentielles (6) , § 37. 

Ainsi pour transformer la transcendante e, on peut 
encore appliquer lune ou Tautre des transformations des- 
cendante et ascendante, à Tune quelconque des trois fonc- 
tions inverses (Ai , Bj , Ci) ^ les coefficients ijLcnil^ les nou^ 
veaux modules h ou. g, qui sont les i]^êmes dans les trois 
cas, ont aussi les mêmes valeurs qu'aux tableaux (i) et (a)^ 
mais ils sont exprimés en (C, > A',), en (dj Ai.), au lieu 
de Fètre en (A, C), en ( A', C). 



§ CXXXVl. 

TRANSFORMATIONS EN (A,, B,, C,). 

Enfin ^ on pçUt obtenir les formules (i) et (2) en 
(Aji, Bi, C,). A cet effet, on se servira du groupe de rela- 
ie 



Ij8 XEÇOWS 

lions 

(9) A,= -<g, B, = ^', C.= *'g, 

,4Î - B^ :^ /', AJ - C; = I , BJ - C; = /t". 

- .'■'■■ i^-' 

■ . - > B,(2nO 

A' 
L.2 [2 ni) 

empruntées aux tableaux (i 3) et (i5), § 54, tirées du ta- 
bleau (2), § 80, enfin déduites des équations (10), § 49. 
On substituera ces diverses valeurs dans les formules (i); 
exprimant d'abord tous les produits II en C* (s); remar- 
quant que Tune des trois équations, qui contient B, t —; h\ 

seul, permet d'isoler Ci (-5 A j et Ai f -; h\ aux deux' 

autres ; remplaçait enfin C\ (e) par BJ (e) — '■ A" da^s la pre- 
mière , par A ^ (s) — I dans la troisième, et changeant 
l'ordre des équations , on obtient définitivement le groiqie 

ou le coefficient |x, les modules /i et A', actuellejneiu trans- 
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formés en (A,, B|) ont les valeurs 

^ ^ ■ ha; (2/?/) 

,, I B* (uni) - . 

" A'P-^ A\{!iniy 

on reproduit : /x, en faisant, dans la première ^lo), s = o, 

At (c) = I, At ( -] A j = I •, et h\ en faisant dans la seconde 

c = o,.B, (s) = K\ B, (-', k\ = A'. 

Les mêmes substitutions et des opérations semblables 
faites dans les formules (a) conduisent au nouveau^ groupe 

\> / ^ CÎ(.)-»-A',>(/>-2«)»'. 

où le coeâScient ^, les modules g et g*', acluellemenl 
transformés en (A',, B',), ont les valeurs 

^~" a; (2/1/') ' 



g' = 



kP-^ AV.(2/|/') 



nAV(2m') 

On reproduit directement jll et gf' de la même manière. 
Les fonctions- (Al', B^ Cj) étçint infinies pour la valeur 



12. 
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K de*e, Ifes tableaux (lo) et (ii) ne peuvent pas repro- 
duire directement les modules A et g^; mais ce seront, au 
contraire, ces modules qui se reproduiront, dans les ta- 
bleaux qu'on obtiendra, en exprimant par les ( A^^ B',, C^) 
les formules (4), à leur tour, A' et g' échapperont à ce 
genre de vérification. 

§ CXXXVÏI. 
TRANSFORMATIONS DE e PAR LES (A,, B„ C,). 

' Si l'on désigne p^r «i^j^, ofe^^, F^,, les fonctions inverses 

de - au modulé descendant h du tableau (io)y par <A>o^, 

^boçj, Fflc,, les fonctions de - au module ascendant g du 

tableau (i i), par As, Bi, Ci, les fonctions de e au module 
primitif /r, les formules des deux tableaux (lo) et (ii) ré- 
solvent respectivement les équations suivantes : 









eiV/y ^ WYf, 









-h^M /•\ft)a «^A 



•/o 



^c, 



■X 



y/CÎ-Hi v/C|-<-*" j /.r. «^r». 



que Ton déduit aisément des différentielles (6), § 27. 
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Donc enfin, pour transformer la transcendante £, on 
peut appliquer Tune ou Tautre des deux transformations 
descendante et ascendante , à Tune quelconque des neuf 
fonctions inverses (A, , B, , C,- ) ; les coefficients j:a ou ^ , les 
modules h ou. g auront les mêmes valeurs dans tous les cas, 
quoique étant exprimés d'une manière, diflerente d'un 
groupe à Tautre, 

^ cxxxvm. 

GÉNÉRALISATION DES TRANSFORMATIONS. 

A chaque valeur du nombi'e entier impair p correspon-. 
dent, pour la transcendante 6, deux transformations dites du 
degré p^ et qui sont , l'une descendante, l'autre ascendante. 
Pour opérer ces transformations, on pëiit exprimer la trans- 
cendante, à Taide de l'une quelconque des neuf fonctions 
inverses ( A, , B,- , C,) , . par la première intégrale de Tune des 
neuf équations (3), (8), (12), et la fonction invçrse trans- 
formée sera donnée par l'une des neuf formules (i) , (6) , ( i o) 
au module descendant £, ou par l'une des Qeuf formules 
(2), (7), (11) au module ascendant g. Le problème de la 
multiplication de la transcendante se résoudra en appli- 
quant successivement deux transformations du même degré, 
la première descendante, la seconde ascendante ^ à la même 
fonction inverse, quelle que soit d'ailleurs cette fonction. 

§ CXXXIX. 

ÉCHELLE DESCENDANTE, 
Soit X = F (e j ft) la fonction inverse que Ton adopte , une 

premîjire transformation descendante donnera j^=F ( - ', A j j 

qui , par une seconde tranformation aussi descendante,'^don- 

pera r, = F ( — ^ hAj qui, par une troisième transfor- 
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madoo eoeore descendante, donnera j , = F ( ? A, j : 

ei ^însi de snîie. Les degrés de ces transformations peu-* 
vent être les mêmes on tons égann à T' ^ ^'^ peurent être 
différents on snccessÎTement ^aux à p^ Pu Pi?**-- Dans 
tous les cas, la suite des modules X^, A, Ad Ai»--* formera 
ce qu*on appelle une échelle descendante. Cette suite con- 
vergera vers zéro, et Ton pourra la prolonger jusqu^à un 
terme A, aussi petit que Ton voudra. Alors la fonction in- 
verse r,- = F ( ' ; A,- 1 aura très- sensiblement la 

même valeur que dans le système correspondant à A = o, 
analysé aux §§ 96 et 97 ; si 1 on désigne par la variable 
de cette dernière fonction inverse, on aura, à très-^pea 
près, 

et, pour obtenir une équation d*où l'on puisse tirer 0, on 
égalera Tune à l'autre la dernière transformée j^, == F(fl; A.) 
exprimée en or = F (e; À' y, et la fonction inverse F(05 o) 
appartenant au système de A = o. Par exemple, d'après le 
§ 97. cette équation finale sera 



sinô — -^'^ 


si F est A , 


cose — ^, 


siFestB, 


'X 


si F est A, on B, , 


e'^e-0 ^" 




si F est C. . 


ta ^ *^" 


31 M VOt ^-'l 9 



(«4; 



sécô=:ji, siFest A, ouB,^ . 
tango = jo si F est Cj, 

et , pour chaque valeur de x = F (e : A) , on aura à résoudre 
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une équation transcendante afin d'obtenir la valeur corres- 
pondante de d qui , substituée dans Téquation (i3)) don-^ 
nera e. 

§ CXL. 
ÉCHELLE ASCENDANTE. 

Pareillement, si Ton fait subir à la même fonction in^ 
verse x = F (e; /r) une suite de traqsformations ^ toutes 
ascendantes, du même degré ou de degrés différents, elles 

donneront s uccessivementj =F (^ ? 5')»JKi = F(vr'^ gi)'* 

f t = F ( " '-» gt)^" " La suite des modules. A, g^ gi^, 

gj,. . . formera ce qu'on appelle une échelle ascendante. 
Cette suite Convergera vers l'unité, et Ton pourra la pro- 
longer jusqu'à un terme g,, tel que i —gi soit aussi petit que 

Ton voudra. Alors la fonction inverse r,=F(rr-T r ? gn 

aura très-sensiblement la même valeur que dans le système 
correspotidant à ^ =3= i , analysé aux §§ 100 et 101 ; si donc 
on déstgne par 4^ la variable de cette dernière fonction ih'- 
verse , on aura , à très-peu près , 

(i5) « = >.)i,>, . . . A,-.-»!^; 

ei, pour obtenir une équation d^où 1 on puisse tirer (p, on 
égalera l'une à Tautre là dernière transforméej^;=:F(tp; g^) 
exprimée en x = F (s ; /r) , et la fonction inverse F(.^*, i) 
appartenant au système de /c = i . Par exemple , d'après le 
§ iOl , cette équation finale sera 

sin^^=— S si F est B,, 
^* 

cosi]^ = -7* 5 si F est c, , 



\ 



S, 
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(16) 



-, = Xi^ . '**> F est A, 



= j/, si F est B ou C, 



e'I' 


+ «?" 

2 


-/' 


et' 


-h^" 


1 


e* 


■^-e'- 


-^ 


e'P 


— c" 

2 


-^ 



= ji» si F est A2, - 

_ =z jTi, si F est B, ou C, ; 

et, pour chaque valei^r de .r = F(e5 A") , on aura encore à 
résoudre une équation transcendante afin d'obteuir la va- 
leur correspondante de ^ qui, substituée dans l'équa- 
tion (1 5) , donnera g. 

§ CXLI. 

PROBLÊME DES ÉCHELLES, 

^vanl les découvertes d'Abel et de Jacobi, on attribuait 
une importance extrême à l'établissement des échelles de 
modules,, soit descendantes, soit ascendantes, et. l'on ne 
connaissait qu'un petit nombre de transformations, dont le 
degré ne surpassait pas 5. Ce qui précède montre que le 
nombre des transformations et des échelles, utilisables, pour 
évaluer approximativement les transcendantes elliptiques, 
est actuellement infini. On a ainsi "la solution générale 
d'un problème, jadis fameux, dont Euler, Lagrange, Le- 
gendre surtout , se sont tant occupés, et dont ils ne possé- 
daient que.des cas particuliers , édifiés à grand'peine. 
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APPENDICE 

A LA DOUZIÈME LEÇOfï. 



Avant cTaboi^der les applicaiions physicomathémaûques 
des fonclions inverses (A;, B,-, C,), il împortaîtv de résu- 
mer succinctement leurs propriétés communes et diverses. 
Or les formules .(i) el (2), (6) et (7), (jo) et (i i), établies 
dans la leçon qui précède*, sont toutes vérifiables à Faide 
des mêmes propriétés, qu'elles rapprochent et passent en 
revue de la manière la plus simple et la plus complète. La 
vérification directe de ces six groupes^ de formules pourra 
donc ren^placer le. résumé que nous jugions nécessaire. 

Il faut premièrement rendre plus commodes et même 
compléter les tableaux (10) et (1 1), pages 84 et 85, destinés 
à donner les séries des valeurs de la variable, qui annulent 
et rendent infinies les fonctions inverses. On atteint le but 
en. remplaçant., dans ces tableaux, tous les multiples 4^ 
et 4/ q*û s'y trouvent par ai et 27, tous les multiplet 
(4«-f-i) et (4/ •+■ i) par (2Î-4- i) et (27-t-i);; ces entiers, 
pairs et impairs, pouvant être ou positifs ou négatifs. 

En effet, si l'on considère ces tableaux tel* qu'ils sont, 
on peut prendrie lés entiers i et j positifs ou négatifs ; on 
peut aus^i changer le signe des parenthèses isans altérer' les 
seconds membres. Or si ^ dans un des multiples {41+1) ou 
(4/ +i) on change le signe de / ou de /, puis le signe de la 
parenthèse^ qui contient ce multiple, il deviendra (4^— -l) 
ou (4/ — i)'i un nombre impair quelconque peut donc le 
remplacer. 

D'un autre côté, les fonctions A, B, Bij^ Ci s'annulent 
deux fois dans leurs périodes réelles qui sont à quatre qua«- 
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di^nts, saToiF : A pour o et 2K, Bpour K et 3K , Bi pour o 
et 2K', Cl pour K' et 3K'. PareillemeiH les fonctions A«, 
B, sont infinies deux fois clans leur période réelle qui est 
a quatre quadrants , quand 6 = K et quand e = 3 K. Ce «pii 
double les séries pour les fonctions précédentes^ et par suite 
pour toutes les autres, d'après les liaisons ou les passages 
indiqués aux §§ 63 et M, De là résulte que les 4 < ^^ 4/ 
doivent être remplacés par ai et iàj, lum^-seulement dans 
les multiples impairs, mais aussi dans les multiples ^irs. 

Eq un mot, si , pour une valeur quelconque de e au la-* 
bleau (6), § 61, les périodes réelles ou imaginaires sont de 
deux sortes, à quatre quadrants et à deux seulement, dans 
les séries des valeurs qui annulent et rendent infinies les 
fonctions injrerses, toutes les périodes, sans exception, sont 
à deux quadrants. Telle est la règle si^iple et commode qui 
servira de point de départ â tontes les vérifications qui vont 
suivre. 

D'après cette règle, les séries des valeurs qui rendent in- 
finies les (A/, Bij Ci) sont au nombre de trois seulement, 
nnè pour chaque indice. Mais les séries des valeurs qui 
annulent les neuf fonctions restent distinctes. 

Pour simplifier, F< représentera une quelconque des 
fonctions inverses avec son indice, et pour faciliter les 
renvois, les lettres suivantes désigneront les formules eoi* 
ployées, savoir : 



L 
M 

•n 

P 

Q 

R 
t 



(t3)^§42, doDDant les F(K — s) par lesF(e); 
(3), §67, donnant les F (K—^ s) par les F, (s); 
(7)5 i^*> donnant les P{K — e) par les F', (t); 
(9), $62, des transformations complémentaires ^ 
(25), § 78, donnant les coF,- par les F,-; 
(i3),(i4)»(i5),§i54, des transformai ions réelles; 
(5), (5 (fis) y §60, des transformations imaginaires. 



mk. 
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Aux formule» Q, il faut joindre les suivantes, c[ae nous 

désignerons par (^, et qui donnent les co F, (e v^^^) à l'aide 
des T'. (e) ou des co F^. (e) : 

coA {. v/^ ) = v/=7 2^; = coC (. ), 

^ coB(.V^)=:.J'^ = ^coB'(c), 

A [^J Sl — i 

coC (e v/^j = ^ = - co A' (£); 

co A, (rv^trr) =^ ^ ^ = CoC, Ce), 
coB, (e v^3T j = ^^^^ = -1-, co B', (g), 

, ■coC,(ev/^) = -l=|4î] = -coAV(e)i 

^—1 B, te; /■ 

co A, (e V^) == -7^ w-7;x = -7=^ co C', (e ) , 

V--I '-'vl^/ V — ' 

coc.(sV-0 = 7^W4 = =<^oa;(s). ... 

On les obtient en employant successivement les (Q, IjR, Q) . 
Il importe de reiiiârqtler que toutes ces valeurs cHafiigeiH ècr 
signé at*c s : daits la première case par A' (e) , dafts la se- 
conde par Bl, (e), dans la troisième par CV(&). Il en est de 
mémo. des coF, donnés par les formules Qrlî^ premièrp 
ligne changeant de signes avec A, la seconde avec Bt, I9 
tfoisiième avec Cj. 

Tbutes ces préparations faites, si l'on pose 

\m six groupes de formules qu'il s'agit de vérifier donnent^ 
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en fonction rationnelle de x : soit 

le dénominateur fi et le module h étant tels que 

« 

relations ou p est un nombre entier, impair et quelconque : 
soit 

le dénominateur X et le module g étant tels que 

Dans le premier cas, ayant posé — = i*, le dénominateur 

de y doit s'annuler pour tcmtes les valeurs distinctes de Xj 
données par le tableau suivant: 

jc = F(«) = coF(2/ii); 

F, (h'+^/^H v^IIT— 2 «H ^^; A)=oo , $=K'-f-K y^H?— am 

x = Vi (s) = CD F, [2,ni\l — i); 

F2[(/? — 2/ï)H; A] = oo, e = (/?— 2/i)/ = R— - 2/1/-, 

or =F2(«) =-coFa(2/i/), 

où Tz est un nombre entier quelconque , positif ou nég£^tif . 
(Dans chaque case , la première équation indique une série 

dé valeurs de - qui rendent^ infini, la seconde lés valeurs 

correspondantes dé e , la troisième celles de x.) Ces valeurs, 
les (Q, Q'), et la loi des changements de signes des côT,, 
justifient con^plétement les dénominateurs des groupes 
(i),(6),(io). 

Dans le second cas , ayant posé — = i', le dénominateur 



\ 
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Je y doit s'annuler pour toutes les valeurs distinctes de x 
données par le nbaveau tableau 

F [ (/, — 2 /i) G' v^—T; ^j— 00 , s = K' v^ITT— 2 ni' ff^, 

.r = F(s) = coF(2/î/' v/^); 

F. {p G' -4- G v/^— 2 «G'; g') = 00 , c = K'4-K sj'^— 2 ni', 

x = F,(s) = coF, (2/î/'); 

F,(G — 2I2GV^^;.^) =<»» « = K — a/i/'v^li?, 

j: = F,(s) = coF,(2 «r v^^). 

Ces valeurs, les (Q', Q), et la loi des changements de signes 
des co F, , justifient la composition des dénominateurs dans 
les groupes (2), (7), (11). 

Passons aux numérateurs. Pour les formules (i) qui 
expriment les F appartenant au n^odule A, on a 

A(2/iH;À) = o, Ê=r2/i/, 

. A (e) = A (2/1/); " 

B[(/? — 2/1) H; /*]=:o, « = (/? — 2/i)«, 

B(6) = B(K — 2/?/)=>t'^4^'. 
. C(2m)' 

C[H' v/^— (/? — 2/i)B ; ^] = o, g =: JL'sf^— (p — 2/1) 1, 
Ç(0 = coC(/,-2/.)/=v/^^'|ij5J.. 

[Dans chaque case, la première équation indique une valeur 
générale de - qui annule j^j la seconde la valeur correspon- 

dante de s ^ la troisième celle de x , ou de F ( e)]. La seconde 
valeur de B (e) résulte des L, celle de C (fi) des (Q, L). Les 
trois valeurs définitives s^annulent et changent de signe 
avec ri , par A ( 2 ni) \ les polynômes variables qui com^- 
posent les numérateurs des formules (1) sont ainsi cdmplé- 
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tem^nt justifiés. Les premières valeurs, jointes à la forme 
générale des dénominateurs^ justifient pareillement les 
formules (aS) du § 117. . * > 

Pour les formules (6) qui font passer les Fi du module A 
au module /z , on a 



A,[(/? — 2/i)Hv^ — i;A]=o, e = (p— a/f)//— i, 
A,(«)=A, (/7 — 2/?)/ v^— !" = (?, (^ — 2n)/; 

B|(2/lH\/ — i;A)=:o, 8 = 2/1/ \/— -I, 
B, («) = B, (2/1/ v/^)= v/^ tf, (2m) ; 



C, (•) = C, (K' — ini s[^) =z >/— 1 



(i,[in!) 



Les secondes valeurs de A,(£) et Bj (e) résultent des I, 
celle de Ci (e) des (N^ I, R)» Ces trois valeurs s'annulent 
et changent de signe avec n, par K, (2m), C, (K) =-0, et 
parce que Cj [p — an) / et C, (/? -h an) 1 ont des signes 
contraires: tous les facteurs variables auif numérateurs des 
formules (6) sont donc justifiés. 

Pour les formules (10) qui transforment les F, par le 
passage au module A, on a 

A;[H'v/^ — (/? — 2/i)H;A]=o, « = K'\/^^— (/?— 2«)'; 

Ba (H' V^ — 2/? h ; a) = o, I = K' v/^ ~ 271/, 
B.(.,=B.(K.,C^-.,,) = ;^||î|j. 

C2(2/tH^ A) =r O, 6=^2/1/, 

^ A(«) = C,(2/fl). 
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La seconde Valeur de At^é) résulte successivement des 
{P, I, N,R), celle de Bt (f) des (P, I, R), Les trois valeurs 
définitives s'ai^nulent et changent de signe avee n, par 
C|.(2/it) ; les numérateurs variables des formules (lô) ont 
ainsi leur justification. 

Pour les formules (a) qui expriment les F appanei^aui 
au module ^ ^ on a 

A{'2nG' ^ — 1 ; g') = O, 6 = 2/2/' ^ — I, 

B (g — 2/iG' \/-l ;g)=.o, 8 = K — 2m'V~T, 

B (e) = B (K — 2/ï/' V/^ = V/^^B' (/^ — 2/ï) 1' ; 

C [g — (p — 2 n) G' \/^ ; g] = o» g =r K -- (jo — 2/ï)i^' v^^i , 
C(«) = C [K— (/? — 2/ïmV^] = A' (2m'). 

La seconde valeur de A (e) résulte des (I, R), celle de,B («) 
des (Py N), ainsi que celle de C (e). Ces trois valeurs s'an- 
nulent et changent de signe avec «, par A' (2 m'), 
B'(K')==o, et parce que W {p — 2«)t' et B' (/?+ 271)1^ 
ont dés signes contraires; ce qui justifie tous les facteurs 
variables , aux numérateurs des formules ( 2 ) . 

Pour les formules (7), qui font passer les Fi du module % 
au module g^ on aura 

A, [G V=^-H />G' - (/? — 2«) G'; g] =^ o, 
« = K' -H K v/^— (/^ — 2«) /<, 

A,(£.)==coA.(/?-2«)/'=V-i^-j^^r 

B,(2/îG';g) = o, € = 2/ï/', 

• B,(6) = B,(2/i/'), 
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La seconde valeur de.Âi(e) résulte, saceessivement des 
(Q» ^) ^)' ^^ ^""^^^ valeurs définitives s'annulent et ckan- 
gent de signe avec n par Bi (an/'), C| (K^) = o, et parce 
que Ci(/? — a/ï)«' et Ci(fi + 2/i)î' ont des signes con- 
traires; tous les facteurs variables aux numérateurs des 
formules (7) ont ainsi leur justification. 

Enfin, pour les formules (11) qui transforment les F, 
par le passage au module gr, on a 



A , (g 4- /? G ' v^^— 2 n G' V - « ; ^ ) ~ o , 

f = K -^ K' /^— 2/1/' >r^i 

B,[(/. - 211) G' v^^^; g] = o, e = (K' - 2/11') v^^T, 



La seconde valeur de As (e) résulte des (P, I), celle deBs(e) 
des (I, M), celle de Cs(e) des (I, R). Ces trois valeurs 
s'annulent et çliangent de signe avec /i, par C, (am')^ les 
numérateurs des formules (11) sont donc justifiés. 

De Fensemble de ces vérifications partielles à une dé- 
monstration générale et directe, aussi simple que celle d'A- 
bel, il n'y a qu'un pas. J'évite de le franchir : quand on 
expose une découverte aussi importante que celle de Jacobi, 
il faut conserver la méthode de l'inventeur. Remarquons 
cependant que la solution du problème de la transforma- 
tion des transcendantes elliptiques peut être résumée en 
une seule formule , comme celle de la multiplication Test 
par la formule (i5) au ^ ^. En efiet, en désignant collec- 
tivement par F les neuf fonctions inverses, et en se servant 
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des (Q, Q', L, N , R) , on déduit successivement les six 
groupes vérifiés, de la formule unique 



w .F(^,,)^MF(.|n ^,.,_-^:;;:;j , 

le coefficient constant n étant A* pour iin A, , — A'//* pour 
un B,, A'* pour un Q. 

S'agit-il de passer au module descendant h , faisant m = fx, 
l=h^ on prend e = / si F est A , B , C , A j , Bt , ou Ci , et 
e= 1^ — I si F est Ai, 61 , ou Ci -, puis M = |:x pour A , B, 
C, Cl, Ct, et M =z±(i pour Al , Bi, A{, B{, suivant que 
p=z^j ±1» S agit-il de passer au module ascendant g , fai- 

sant mz=.\^l = g^ on prend e = /' ^ — 1 si F est A , B , C , 
At , Bt 5 ou Cj , et e = 1' si F est A , , Bi , ou Ci ; puis M = X 
pour A, Al, A«, Bt , Ct , et M = ±X pour B,C, Bi, Ci, 
suivant que p =. ^j±i. 

Ainsi, Fintroduction des trois complémenls naturels et 
des coF/, §§ 77 et 78, qui permet d'exprimer en une seule 
les formules primitives d*EuIer, ramène aussi à Tunité les 
formules finales de la transformation, trouvées par Jacobi. 
Preuve nouvelle qu'un des caractères principau;^, le plus 
essentiel peut-être, dçs neuf fonctions inverses F, c'est 
d'avoir toutes des coF, ou d'être toutes infinies pour cer- 
taines valeurs finies de la variable, réelles ou imaginaires. 

Il n'est pas inutile d'observer que la formule (a), qui 
groupe les neuf fonctions inverses par les indices, quand il 
s'agit d'assigner le complément naturel ou le coF, les 
groupe au contraire par les lettres , lorsqu'il faut choisir la 
valeur de la constante Yi. Le premier classement est celui 
qui sépare les axes des trois familles de surfaces isothermes, 
le second celui qui distingue les valeurs des coordonnées 
rectilignes (x, j, z), (3) § 81. En outre, le groupe des 
fonctions impaires (A, B,, Ct), qui fournit ex<'lusivemcnt 

i3 



f 



% 
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les dénominateurs des coF, est aussi nettement indiqué 
dans le système des coordonnées thermométriques (a, P, y) 
par Téquation remarquable 

que Ton déduit sans peine des valeurs citées. Ces coïnci- 
dences, et d^ autres encore, ne font que constater la liaison 
intime qui existe entre les définitions géométriques et les 
propriétés analytiques des fonctions étudiées. 
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TREIZIÈME LEÇON. 

à 

Objet des dernières leçons. — Problcme des températures stationnaires. — 
Goaductibilités ; flul do chaleur. — Démonstration directe de l'cq^atioa 
générale de l'équilibre des températures : — en coordonnées rectilignes 
— en coordonnées sphériques — en coordonnées elliptiques. 



§ CXLII. 

OBJET D'UNE NOUVELLE ÉTUDE. 

L'objet principal de nos leçons est de rendre évident un 
principe dont voici Ténoncé. Les propriétés communes et 
diverses des fonctions trigonométrîques et exponentielles, 
telles que la périodicité réelle pour les premières , la pério- 
dicité imaginaire pour les secondes, et, pour toutes, les 
règles de Taddition et de la multiplication des transcen- 
dantes, ne sont que les traces, ou les résidus, des propriétés 
plus générales et plus complètes, appartenant ^ux fonc- 
tions elliptiques ou inverses (A;, B, , Q). 

Or, pour mettre ce principe hors de doute, une dernière 
vérification est indispensable. Les fonctions trigonomé- 
triques les plus simples, les sinus et cosinus, jouissent de 
la propriété, si importante pour les applications, de com'- 
poser diverses séries capables de représenter une fonction 
quelconque entre certaines limites de la variable. Lagrange 
€t Fourîer,, Legendre et Laplace, ont successivement dé- 
couvert et utilisé plusieurs séries de cette nature , qui leur 
ont permis d'aborder et de résoudre une multitude de ques- 
tions importantes de physique mathématique et de méca- 
nique céleste. Telle est la propriété dont il faut trouver 
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Tanalogue, ouïe germe, dans le système général dés fonc- 
tions inverses (A,, B, , Q). 

§ CXLIII 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Pour y parvenir, il suffit d'étudier un des problèmes gé- 
néraux les plus simples de la théorie analytique de la cha- 
leur, celui qui concerne l'équilibre des températures d'un 
corps solide homogène, soumis à des sources calorifiques 
constantes. La solution de ce problème pour le prisme 
rectangle conduit aux séries de Foiirier. La solution pour 
la sphère introduit les séries (le Laplace. Enfin c'est en 
résolvant le même problème pour l'ellipsoïde à trois axes 
inégaux, qu'on arrive aux séries correspondantes des fonc- 
tions elliptiques. 

Il s'agit, dans les trois cas, d'inlégrer, sous certaines 
conditions, Téquatiôn aux différences partielles AjV = o, 
du § 1 , exprimée en coordonnées rectilignes pour le prisme 
rectangle, en coordonnées sphériques pour la sphère, en 
coorâonnées elliptiques pour l'ellipsoïde. Les deux der- 
nières expressions se déduiraient de la première à l'aide 
des formules de transformation (^^7), § 105, et (3), § 81. 
Mais on peut établir successivement ces trois équations, eh 
partant directement pour chacune du système de coordon- 
nées qu'elle emploie 5 méthode que nous préférons, et que 
nous allons suivre. Facilement applicable à tout autre sys- 
tème de coordonnées curvilignes , cette méthode directe a 
l'inappréciable avantage d'éviter tout passage par l'antique 
système des cordonnées rectilignes : itistrument désormais 
impuissaiit et stérile , dont l'emploi abusif sera plutôt un 
obstacle qu'un secours pour les progrès futurs des diverses 
branches de la physique mathématique. 
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Il est nécessaire de rappeler d^abord deux propositions 
élémentaires de la théorie analytique de la chaleur, qui dé- 
finissent et évaluent les conductibilités et les flux de cha- 
leur. 

S CXLTV. 

CONDUCTIBILITÉS. FLUX DE CHALEUR. 

I. Un mur solide homogène est compris entre deux faces 
planes, parallèles et indéfinies; ses faces sont entretenues 
à des températures fixes a cl b^ a étant plus grand que b. 
Soient e l'épaisseur de ce mur, et q la conductibilité pour la 
chaleur de la substance qui le compose. Imaginons une 
section parallèle aux faces, et sur cette section une portion 
de surface fî. Le mur étant en équilibre de température, il 
y aura un flux constant de chaleur, allant de la paroi (jui 
possède la température a vers la paroi plus froide ayant la 
température b. Cela posé, nous empruntons au Cours de 
physique cette loi, que la quantité de chaleur qui traversera 
l'aire îl, dans un temps t, aura pour expression 

il) a ta 

4 

Si e est l'unité de longueur, fl Tunité de surface, t Tunité 
de temps, et si la différence a — b est l'unité de tempéra- 
ture, cette quantité de chaleur se réduit à q. On a ainsi la 
véritable définition, ou la mesure exacte, du coefficient dé- 
signé sous le nom de conductibilité, 

§ CXLV. 

FLUX DE CtfALEUR ÉLÉMENTAIRE. 

II. Un corps solide et homogène, de forme 'pielconque, 
est soumis à des sources de chaleur constant et diverses ; 



la température statronnaire V de chacun de ses points est 
supposée^connue. On considère, dans Fîntérieur du corps, 
un élément plan^ dont Taire infiniment petite est o), et Ton 
se propose d'évaluer la quantité de chaleur qui traverse cet 
élément pendant Tunité de temps. Soient N la normale au 
centre de l'élément, comptée à partir d'une origine arbi- 
traire, et rl^ Taccroissement de cette normale. On imagine 
une nouvelle face w' située à la distance normale N H- #/N, et 
formant avec ci) un mur d'épaisseur infiniment petite r/N. 
Alors V étant la température de «, V -h rf V sera celle de 
0)', et, d'après la loi physique qui précède, la quantité de 
chaleur cherchée aura pour. expression 

^^ dis ' 

ou sinqdement 

§ CXLVL 
POUR LE PRISME RECTANGLE. 

Le corps solide étant rapporté à un système de coordon- 
nées rectilignes et orthogouales (x^j^ z), considérons dans 
son intérieur un élément de volume rlxdydz. Soient 

les trois faces de cet c-Iément qui forment le sommet le plus 
voisin de l'origine des coordonnées, et &>', w',, iw', les trois 
faces opposées. Il s'agit d'évaluer les quantités de chaleur 
qui traversent ces six faces dans l'unité de temps. 

D'après l'expression (2), le flux dé chaleur qui entre dans 
l'élément par la face o) est 

dV\ • . . / rfV 



"^'^ d^ 



), ou ^djdzU^ 
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on aiira évidemment là quantité de chaleur qui sort de Fé- 
lément par la face (ù\ en ajoutant à Peispression précédente 
sa différentielle en Xj ce qui donne 



d\ rf'V 



^^^^^(-•^--^^ 



l'excès, du flux entrant par w sur le flux sortant par co' est, 
après réduction, ' 

qdxdyciz ^— 

Delà même manière, le couple des faces (wj, (ù\) donnera 
Texcès 



qdxdydz 



B) 



et le couple (w, , w', ) celui-ci : 



qdxdydz 



m 



Or la somme de ces trois excès , ou de ces trois gains de 
chaleur, doit être nulle, puisque la ten^pérature de l'élé- 
ment est statipnnaire ^ on a donc 

,,, d^\ d'\ d'Y 

Et telle est Téquation générale de l'équilibre des tempé- 
ratures, exprimée en coordonnées rectilignes^ que lious 
avons posée au § 1 . 

§ CXLVII. 

POUR LA SPHÈRE. 

Le corps «olide étant rapporté au système habituel des' 
oordonnées sphériqucs, qui sont : la longitude (|» , la lati- 
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tilde Qj et le rayon p, considérons dans son intérieur un élé- 
ment de volume pcosO d^.p/ld\dp^ compris entre dpnx 
plans méridiens de longitudes ^ et ^ + d^ , deux cônes de 
latitudes et 0-h dO^ deux sphères de rayons p et p-\-dp. 
Soient 



&> 



z=i pdQdp^ (tii z= p cosQ d^ dp y 0^2=^ p^ cosQd^dQ y 



les trois faces de cet élément qui forment le sommet où les 
trois coordonnées ont les moindres valeurs , et «', (ù\ , w, , 
les trois faces opposées. Il s'agit d'évaluer les quantités de 
chaleur qui traversent ces six faces dans Funité de temps. 

D'après l'expression {2), le flux de chaleur qui entre dans 
Télément par la face w est le produit 

^« 7 / dy \ gdQdp/ d\\ 

on aura évidemment le flux de chaleur qui sort par w', en 
ajoutant à l'expression précédente sa diiTérentielle en (p, ce 
qui donne 

CCS Ô \ d^ d^^ ^) ' 

l'excès du flux entrant par (o sur le flux sortant par w' est, 
après réduction , 

4<e flux entrant par coi étant 



/ dy \ f dy \ 

qpcosBd^dp (—JJq) ou qd^dpt-^ — cosB] 



9 



celui qui sort par (f)\ sera 



, dy dB 

nd^ rfp V *— r-^ cos dB 

' ^ ^ \ dB dB 
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d'où résulte un second excès égal à 

d -rr ces 
qdQ d^ dp ' — • 

Le flux entrant par cot étant 

/ ^v\ / dy\ 

^p* cosBd^dBl——- \ ou qœsBd^dB i—p^— u 
celui qui sort par a>', sera ^ 

d'où résulte un troisième et dernier excès égal à 

^ d7 

qdBd^dp» — - — ^cosô. 

dp 

Or la somme des trois excès, ou des tjois gains de chaleur, 
doit être nulle, puisque la température de l'élément eat sta- 
tionna ire; égalant donc cette somme à zéro, supprimant le 
facteur commun qd^dOdp^ et divisant par cosd, on aura 

, ,, I d^\ i dB ^ dp 

^^^ cos=»Ô rf^|;» COS0 dB dp 

Telle est T équation générale de l'équilibre des tempéra- 
tures, exprimée en coordonnées sphériques. 

Si Ton représente par fx le sinus de la latitude, on pourra 
prendre fx au lieu de 0, pour la seconde coordonnée sphé- 
rîque, et puisque l'on a 

sin0=:fX, Cqs9d6 =: d(JL^ COS*0=:I — fX*, 
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pour A , /3 pour Ai, y pour A, , l'équation (6) deviendra 

//»V« rf*V d^\ 

(7) (a5-a:)^ + (aî-a')— 4-,(a;-a') — = o. 

Enfin si Ton désigne par 

(8) V =r cA, p = cAi, p=:cA2, 

les premiers axes des trois familles de surfaces conjuguées, 
il Insulte du § 93 que les coordonnées tkermométriques 
(a, jS, y) seront les trapscendantes v 



"=. c \ — == — p== 



Je ^p' — 6» VC» — p» 

et Féquation (7) multipliée par c* prendra la forme 

rf'V r/'V f/'V 

plus commode dans les applications. 

Pour la 'recherche que nous entreprenons , il importe 
d'exprimer aussi l'équilibre des températures dans deux 
autres systèmes de coordounées : celui des ellipsoïdes pla- 
nétaires, §97, et celui des ellipsoïdes ovaires, § 101. Ce3 
systèmes n'étant que des cas particuliers des coordonnées 
elliptiques , les nouvelles équations se déduisent de l'équa- 
tion générale (7) ainsi qu'il suit. 



^ 
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§ CXLIX. 

POUR L'ELLIPSOÏDE PLANÉTAIRE. 

Si au lieu de la coordonnée thermométrique a on adopte 
pour paramètre la fonction inverse intermédiaire 9 du §96^ 
on aura 

A = Xsin0, da.-=^ — - % ^ 

yi — A*sin*ô 

/ dy 

da} ^ dQ 

et Tcqualion (y) prendra la forme 

dY 



ds/i— X-^sin^ô 

(Aj-AÎ)v/i->t»sin'9 ^^ 

-h (A,^- ^^sin^ ®) TpT -+- (A? - '^•'«^^'®)^= ^- . 

Faisant maintenant A = o , on passera au système des el- 
lipsoïdes planétaires dans lequel A8= sécy ^ Aj = H sécjS; 
et l'équation précédente deviendra 

^d^Y d^Y d^Y 

(II) (séc'7-Hséc^p)— 4-^séc^7H-— Hséc^P = o; 

telle est l'équation de l'équilibre des températures expri- 
mée à l'aide des coordonnées du § 97. » 
On peut mettre les coefficients de cette équation (ii) 
sous une autre forme plus commode. Désignant le demi- 
diamètre équatorial par X pour les hyperboloïdes à une 
nappe, par p pour les ellipsoïdes, il résulte des §§16 
et 15, que les paramètres thermo métriques j3 et y seront 
les transcendantes 

r \ « C" d\ rp- . dp 



i 
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lesquelles donnent inversement 

D'après cela, multipliant l'cqualion (ii) par c*, et intro- 
duisant X et p, elle deviendra 

//av //'V d^V 

p et X étant respectivement les fonctions inverses (i3) des 
transcendantes /3 et 7 (la) prises pour coordonnées. 



s CL. 
POUR L'ELLIPSOÏDE OVAIRE. 

Si, au lieu de la coordonnée thermométrique j3, on adopte 
pour paramètre la fonction inverse intermédiaire ^ du 
§ 100, ou aura 

d^ 



A, = v/ 1 — A"' cos'^ ^ , ^ p :== ^--^- 

, / r, i ^y 



et l'équation (y) prendra la forme 



dy 



■4- (C! + ^" COS'^|;) ^ H- (C — /•'» COS'^!/) ^ rr: o. 

Faisant maintenant /r' = o, on passera au système des el- 
lipsoïdes ovaires, dans lequel Ct =H cosécy, C = Hséc«^ 
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et Téquation précédente deviendra 

(i5) -7-rHcoséc*74-(Hcoséc*7-f-Hséc'a)----H — p— Hséc*a=o. 
^ ace 'rt\p' GY 

Telle est l'équation de l'équilibre des températures expri- 
mée à Faide des coordonnées du § 101 . 

On peut mettre les coefficients de Téquation (i5) sous 
une autre forme. Désignant le demi-axe équatbrial par v' 
pour les hyperboloïdes â deux nappes, par p' pour les el- 
lipsoïdes, il résulte des §§ 17 et 18 que les paramètres ter- 
mométriques a et y seront les transcendante^ 

lesquelles donnent inversement 

c c 

(17) '''=^ Ê(â) ~^^*^^''' P'= ^r^x=<^Hcoséc7. 

D'après cela, multipliant Téquation (i5) par c* et introdui- 
sant v' et p', on aura 

(.8) ,^±l^^,'^^,.J±^^,^±l = o, 

v' et p' étant respectivement les fonctions inverses (17) des 
transcendantes a et y (16) prises pour coordonnées. 



§ CLI. 

FLUX DE CHALEUR ELLIPSOÏDAUX. 

Terminons cette leçon par deux applications de l'expres- 
sion du flux de chaleur ellipsoïdal. Une enveloppe solide 
est limitée par deux ellipsoïdes isothermes ; la paroi inté- 
rieure au paramètre y, est entretenue à une température 
fixe, prise pour unité; la paroi extérieure au paramètre y^ 
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a aussi une température fixe et constante, prise pour zéro -, 
la température V qui existe sur un ellipsoïde intérieur au 
paramètre y est , d'après le § 2 , 



y = ^ — ^, d'où ^^ = 



Alors l'expression du flux, traversant l'élément (Of du § 148, 
devient 



7* — 7 



et pour obtenir le flux total qui s'écoule dans Tunité de 
temps par la surface entière de Tellipsoïde au paramètre y, 
il faut intégrer ce flux partiel de o à cr pour a , de o à u' 
pour j3, puis prendre huit fois le résultat. Or, diaprés la 
formule établie au § 104, ce flux total sera 

cg 
7e— 7i 

expression indépendante de y, comme cela devait être. 

Dans la même enveloppe solide, considérons encore Tel- 
lipsoïde isotherme au paramètre y. Le flux qui traverse un 
élément 

est égal à 

7*— 7* 

ici l'élément de surface w, varie de grandeur avec a et j3. 
Substituons à cet élément variable un élément constant 11, 
ou, posant 

imaginons que les diflerentielles //a, d^ varient de telle 
sorte que le premier membre conserve la même valeur 
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pour toutes les grandeurs des D,. Cette équation posée 
donne 

et le flux de chaleur qui traverse fl a pour expression 

g Cl ga 
9 ou ' 



A l'extrémité du grand axe de rellipsoïde dont les coor- 
données sont a = cr, (3 = cy', d'où A = A^, Aj = i , le flux 
sera 

ga 



c{ye — 7/) AjBjCj 



à l'extrémité de Taxe moyen dont les coordonnées sont 
a = o, j3 = u', d'où A = o, At = I , le flux est 

g a 



c{ye — 7i) A2B2C2 



enfin, à l'extrémité du petit axe dont les coordonnées sont 
a= o, |3 = o, d'où A = o, Al == /r, le flux devient 

g a 



c {ye — 7«) AjBsCa 



Les trois flux sont entre eux comme les fonctions inverses 
At, Bî,' Cj, ou comme les axes de l'ellipsoïde isotherme. 

Cette loi est la même que celle qui régit la tension de 
l'électricité statique à la surface d'un ellipsoïde conduc- 
teur. Concordance que l'on pouvait prévoir, d'aprè3 l'iden- 
tité qui existe entre les surfaces isothermes et les surfaces 
dé niveau : car si la température et le potentiel sont repré- 
sentés par la même fonction V de y, le flux calorifique et 
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la tensîou électrique s'expriment par la dérivée de cette 
fonction , et sont conséquemment proportionnels. 

On arrive plus rapidement à la loi énoncée, en remar- 
quant que l'épaisseur de la couche comprise entre deux el- 
lipsoïdes aux paramètres y et y -+- ^y , étant égale à ds^ , 
varie comme le produit DDi; et que, d'après la loi phy- 
sique (i), Tiniensité du flux de chaleur doit être en raison 
inverse de cette épaisseur, qui , à chaque sommet , est elle- 
même en raison inverse de l'axe correspondant, d'après les. 
égalités 

A3 dKi = B3 r/B} = G3 ^C] , 
déduites des différentielles (6) , § 37. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

•Double cas du prisme rectangle iodéfioi. — Développements divers d'une 
fonction d'une seule variable en série de sinus et de cosinus. — Cas du 
prisme rectangle défini. — Développement d'une fonction de deux v»- 
riab1e8«en série de^eosinus. 



§ CLII. 

OUESTION GÉNÉRALE. 

Voici maintenant renoncé du problème général indiqué 
au § 443 : La surface d'un corps solide homogène est sou- 
mise à des sources calorifiques , constantes et diverses ; les 
points de cette surface ayant ainsi des températures fixes et 
connues, il s'agît de déterminer une fonction V qui exprima 
les températures des points situés à l'intérieur du corps. 

Indiquons succinctement les solutions de ce problème 
poui* plusieurs formes de corps traitées depuis longtemps 
par les géomètres. 

§ CLIIL 

PRISME RECTANGLE. PREMIER CAS. 

Exemple /. — Le corps solide est une poutre rectangu- 
laire, indéfinie dans le sens de ses arêtes^ trois des faces 
latérales ont la température zéro sur toute leur étendue^ la . 
quatrième a une température fixe «ur chaque droite paral- 
lèle à l'axe de la poutre, et différente suivant la position 
de cette droite. 

Prenant l'axe de la poutre pour celui des z^ et les axes 
des X et des j respectivement parallèles aux côtés 2 a et 2 & 
de la section normale , les faces latérales auront p<^r 
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équations 

la température des trois premières est zéro^ celle de la; 
quatrième est variable avec x seulement et donnée par la 
fonction F [x). Il est évident que la fonction cherchée V ne 
doit pas contenir la coordonnée z, ce qui réduit l'équa- 
tion (3), § 146, à celle-ci 

Le problème d'analyse qu'il s'agit de résoudre consiste 
à déterminer une fonction V de a: et j^: i° qui vérifie l'é- 
quation aux différences partielles (i) ^ 2° qui s'annule, quel 
que soit j-, quand x est égal à — a ou -h a ; 3° qui s'annule, 
quel que soit a:, quand j^ est égal à — b\ 4° enfin qui se 
réduise à F (a:) quandy est égal à -f- ô. Voici la marche de 
la solution : on compose V d'une série de termes simples 
satisfaisant chacun aux trois premières conditions^ on donne 
à chaque terme un coefficient arbitraire; puis on cherche 
quelle valeur doivent avoir les coefficients introduits , pour 
que la série V satisfasse à la quatrième et dernière condi- 
tion. 

§ CUV. 

DÉTERMINATION DU TERME SIMPLE. 

Soit U un des termes simples. Pour qu'il puisse remplir 
les conditions relatives aux trois premières faces, il doit 
être essentiellement de la forme U = XY; le facteur X ne 
contenant que x^ et s'annulant pour x = db a •, Y ne con- 
tenant que Y^ et se réduisant à zéro pour j^ = — 6. Cç terme 
doit vérifier 1 équation (i)-, substituant à V le produit XY, 
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et divisant ensuite par ce produit même , ou doit avoir 

1 cl'X I ^^Y 



'^ dx"- Y dy- 



o. 



La preniière partie étanl indépendante de )^, la seconde de 
X, cette équation ne peut ètic vérifiée que si ces deux par- 
ties ont des valeurs constantes, égales -et de signes con- 
traires. Soient — m' et -h ''** ces deux valeurs, les deux 
facteurs de U devront satisfaire aux équations diflérentielles 

^ ^'X ,^ d'Y 

L'intégrale générale de la première équatioji (2) est 

X = C sin mx -|- C' cos//î.r , 

et puisque X doit s'annuler pour .r ■£= ±: « , il faudra que 
Ton ait, ou 

c := o , C = I , et m =z — 5 

a 

i étant uii nombre entier quelconque , ou 

la 

j étant pareillement un nombre entier. Ainsi le facteur 

. 'TT 2y-hi.7r 

X sera, ou sm— jc, ou cos x. 

a la 

L'intégrale générale de l'équation dillérentielle (2) eiij^, 
dans laquelle la constante ni a maintenant l'une ou l'autre 
des deux valeurs précédentes , sera 

Y = CI' c"*/ -h C*" e-'«% 

et si l'on détermine les deux constantes Cet C"', de telle 
sorte que Y s'annule pour y ^=- — ft , condition essentielle , 
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et devienne Tunilé pourj^= -|-fc. ce qui simplifie la re- 
rherche ultérieure, on aura définitivement 



s CLV. 

THÉORÈME FONDAMENTAL. 

Ainsi la fonction V se composera de deux séries partielles 
et sera de la forme 



2- 



I- I ' 



(3) V = 



•^ (="■%) 



b 

t ■ 

sin / TT - 



y» 



L 2a ^-^ M 2y-+-i.irx 

- CCS -^^ ; 

7. a 



i(ay+...^) 



la première série s'étendant de / = i à / = oo , la seconde 
de / = o à 7 = oc •, M et N étant des coefficients arbitraires 
et diiférant d'un terme à un autre. 

Il faut, pour dernière condition, que cette valeur géné- 
rale (3) de V se réduise à F(j:) quand on y fera_y = A, 
c'est-à-dire que l'on ait identiquement 

(4) 2M'»in'>^ + 2;Ncos?^^"^ = F(x), 

ou, plus simplement, 

(5) 23n.X = F(x), 

X étant sin i tt -, ou cos '■ : OU étant M ou N. Dans 

a la 



^ 
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celte équatiou (5), qu'il s'agit d'identifier, le favleur va- 
riable X de chaque terme vérifie l'équatiou 

(6) iL^.^,n^y, = o 

a.v' 



( 



étant — > ou 9 et s aiinulc aux deux innites 



m 

a na 



x = — a elx = -{' a. 

SoitX' le facteur variable d'un autre terme, il vérifiera 
l'équation difTérentielle 

dans laquelle /// est — 9 ou ^: tn! diHérant de m. 

* a 7. a 

Les deux équations (6) et (7) donnent, par une combinai- 
son facile, 

(8) K'-«.')XX' = X'^-X^'. 

Si l'on multiplie par dx et qu'on intègre de x = — a à 
x = H-a, l'intégrale indéfinie du second megnbre étant 

I X -^ X —r^p et s' annulant aux deux limites par X 

et X', on aura 

XX' dx — o, 

-a 

et, puisque m est diflérent de m^ 



<9) I 






Ce théorème important (9) donne le moyen d'isoler chaque 
coefficient de l'identité (4) et de déterminer sa valeur. 
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§ CL VI. 

VALEURS DES COEFFICIENTS. 
On isolera le coefficient M, du terme de la première série 
partielle où m est — > en multipliant Téquation (4) par 



sin^iTT - dx^ et intégrant entre les deux limites — a et -h ûf , 

ce qui fera disparaître tous les autres termes du premier 
membre d'après le théorème (9), et Ton aura définitive- 
ment 

sin' i'K - tix = j ¥ (x)sinin- dx. 

•a %J — a 

On isolera le coefficient Ny du terme de la seconde série 
partielle où m est -^ '— 9 en multipliant réquation (4) 

par cos -^ x,dx^ et intégrant entre — a et -4- a, ce 

qui fera disparaître tous les autres termes du premier mem- 
bre, et il viendra 

(II) N; / cos= -^^^ x,dx= I Ffarjcos x,dx. 

L'intégrale définie 

/"*"* X r-^" I git gn \ 

cosfi'Tr - dx, ou f ( cos^ ^— X — sin' ^— x ] dx^ 

dans laquelle g est un nombre entier, pair ou impair, est 
égale à zéro , puisque l'intégrale indéfinie , qui est 



a . X 



— sînfif7r-5 s'évanouit aux deux limites. Les deux inté- 
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gralcs définies 



ces* ^^—x,cla:, 1 sin' î^— x . rf^:, 
sont donc égales entre elles , et puisque leur somme est 



dx, ou 2 a, chacune d'elles est égale à a. 



D'après cela , les valeurs générales des coefficients M et 
N , données par les équations (lo) et (ii), sont 



M,= - / F(jr)sin — .r.dr^ 

N; = i T"^" F (:r)cos ""^^ ' ''' a:,dx. 

Ces valeurs étant substituées dans les deux séries par- 
tielles, la série totale (3) sera définitivement la fonction V 
cherchée. 

§ CLVII. 
PARTIES PAIRE ET IMPAIRE. 

On peut considérer la fonction donnée F [x] comme 
étant composée de deux parties, Tune paire, 

p (,) = F(x) + F(-x)^ 
l'autre impaire. 

Substituant P (x) H- I [x) à F [x) sous les intégrales (12), 
et observant que les intégrales définies 

T'^^'n/ X . '^ , r'^\f x 2yH-i.7r ^ 
I PfoTjsin — jF.<'/a:, / I {.r ) ces -=^ x.dx^ 
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sont nulles d'elles-inèmes , puisque leurs élémeuls sont des 
fonctions impaires, on aura séparément 

(i3 



■"=U 



P(x)cos -x.iLr. 

«. — n 



Par ces valeurs, la première série partielle de V (3) corres- 
pond au développement de la partie impaire I (x), la 
seconde à celui de la partie paire P(x) de F(j:). La 
première série partielle disparaîtrait si les températures 
fixes F (jt) étaient symétriquement égales et de même 
signe, de part et d'autre de Taxe desj'. Ce serait la seconde 
série partielle qui s'annulerait, si les températures fixes 
étaient symétriquement égales et de signes contraires , par 
rapport au même axe. 

Si Ton voulait évaluer les flux de chaleur qui se perdent 
dans la source constante, de température zéro, par les élé- 
ments de la face x = — a,oujc = -+-a,il faudrait prendre 

dy 

la dérivée -7-9 qui entre comme facteur dans l'expression 

de ces flux, et y faire x = — a, ou = -f- a, ce qui don- 
nerait 

^ X? .„ \a 7 

^ ^ y - ^ 



t(ay+...|) 



D'où l'on voit que les deux parties , impaire et paire , de 
F (x), influeront Tune et l'autre sur l'intensité du flux. 



-^ 
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§ CLVIIl 

PREMIERS DÉVELOPPEMENTS. 

De la solution qui précède résulte ce corollaire, qu'une 
fonction impaire l(x) peut être développée en série par la 
formule 



/=30 



(i4) I(x)=- ^ sin — X \ I(a)sin — a.^/a, 



1=1 



et une fonction paire P [x) par celle-ci , 

7=00 
(i5) V{x) = - > cos-:^^ X I P(a)cos-:^ a.da. 



7=0 



Ces deux développements , trouvés dansja même question 
de physique mathématique, sont en quelque sorte conju- 
gués : tous deux s'annulent aux limites x=. — a et x=+a\ 
ni l'une ni l'autre de leurs dérivées premières ne disparaît 
à ces mêmes limites. Et c'est précisément cette concor- 
dance qui les associe dans le développement général , 



7=00 



- > ces X I F(a)cos-:^ a.da^ 



(,6) F(.r)=' 

1=00 



H — > sm — ar I F(a)sin — a.flfa, 



i=\ 



qui peut seul constater que la série totale V (3) remplit la 
dernière condit^n , sans altérer les premières. 
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$ GLIX. 

PRISME RECTANGLE. SECOND CAS. 

Exemple 11. — Une poutre rectangulaire, de même na- 
ture et de mêmes dimensions que celle de l'exemple préi*é- 
denl , a aussi ses deux faces, jr = — h el y=- + é, entrete- 
nues, la première à la température constante zéro, la 
seconde à des températures diverses F (x) ; mais ses deux 
autres faces ,a: = — a etjr = -+-a, sont tellement dispo- 
sées , que les flux de chaleur sont nuls sur tous leurs élé- 
ments. (C'est ce qui aura lieu, par exemple, si cette poutre 
fait partie d'un plancher indéfini , formé de poutres ^ales 
et juxtaposées, qui soient, en outre, soumises aux mêmes 
sources de chaleur par leurs faces libres. ) 

Il s'agit de déterminer une fonction Vde(ar,j^);i" qui 

dy 
vérifie l'équation (1)5 2° dont la dérivée — s'annule, quel 

que soit j^, pour a:=ita; 3*^ qui s'annule elle-même, 
quel que soit x , pour y =■ — ^ 5 4^ enfin qui se réduise 
à F (x) pour y =.-\-h. Suivant strictement la même mar- 
che que dans l'exemple précédent , le facteur Y, du terme 
simple U = XY, restera le même -, mais X , devant mainte- 
nant être tel que sa dérivée première soit zéro pour x==^±a, 

, . . X . 2y -4- 1 . îT j: -^ >. 

sera nécessairement cositt-? ou sm • La ionc- 

a 7. a 

tion V, toujours composée de deux séries partielles, sera 

de la forme 



('7) 






X 

cos iv — 
a 
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La quatrième condition à remplir exigera que Ton ait 

(i8) 2Mcosi7r^ + 2Nsin?=^^±i^- = F(^), 

ou plus simplement 

(•9) '^SnLX = F(x). 

X et X' facteurs variables de deux termes , correspondants à 
des valeurs différentes m et m', vérifieront encore les deux 
équations (6) et (7) ^ la même combinaison donnera encore 
l'équation (8), que l'on multipliera par rfx pour l'intégrer 
entre -^ a et -h a'^ alors l'intégrale indéfinie du second 
membre, qui sera toujours 

ax don ] 

s'évanouira encore aux deux limites , mais ici ce sera par 

-j— et -; — • On aura donc encore le théorème ( o). 
dx dx 

Poursuivant , on conclura que les valeurs générales des 
coefficients M et N sont 



M ; = - / Y {x\ ces — X . dx^ 

(20) \ ^^ 

N;=i. f \{x)s\n '^'^'^'''^ x.dx, 

avec cette seule différence que la première série partielle (17) 
comprend actuellement un terme correspondant à/=o, 
qui est 

et dont le coefficient a la valeur 

(21) M„ = — / Y{x)dx, 
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que l'on obtient en multipliant Féquation (i8) par àx ei 
int^rant entre — a et -+- a, ce qui fait disparaître évidem- 
ment tous les autres termes du premier membre. 

Les valeurs (21) et (20) étant portées dans les deux sé- 
ries partielles, la série totale (17) sera définitivement la 
nouvelle fonction V cherchée. Eln substituant à F (x) , sous 
les intégrales (21) et (20), la somme P(x)-|-I (x) de ses 
deux parties paire et impaire , on a séparément 

[m.=;=— r PorWo:, M, = i / ' P(x)cos— xrfr, 

(22) { 

>;= - f I f .r sm x.ax. 

Par ces valeurs, la première série partielle de V (17) em- 
ploie le développement de la partie paire de F (x) , la se- 
conde celui de la partie impaire. 

§ CLX. 
SECONDS DÉVELOPPEMENTS. 

De cette nouvelle solution résulte cet autre corollaire^ 
qn une fonction paire P (x) peut être développée par la 
formule 



=-r' 



P(x)=: / P(a)f/a 



( 23 ) \ / = » 

-h - > cos — X I t falcos— a.//a. 



I ■= 



et une fonction impaire I (x) par ct?lle-ci 



= 00 



<24 I j: rr- > sin-^^ .ri IMsrn-^^— î- a.fit 
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Ces deux développements sont conjugués : ni lun ni 
Fautre ne s'évanouit aux limites x =i it a, tandis que leurs 
dérivées en x s'annulent ensemble aux mêmes limites. Et 
de cette concordance même résulte leur association dans le 
développement général. . . (sS) 



00 



[ — / Ffalrta-I-- > cos — X I F(a)cos — ada 



00 



-|-->sin-^^ X \ F(a)sin-- a.^a, 

a^6Ê^ la J a 2^ 



qui seul permet à la fonction V (17) de vérifier la dernière 
condition , en même temps que les premières. 

Une fonction quelconque- F (or) est aussi exprimée par une 
série de sinus et de cosinus, en prenant le développement 
(le la partie paire dans le groupe (i4) , (i5) , et celui de la 
partie impaire dans le groupe (23), ( 24), ou inversement^ 
ce qui donne , par des réductions faciles, les formules sui- 
vantes : 



^^"^==ixr^^^^''^ 



{26) 



1 v> T"^".. X ''^. 

H X f F(a)cos — (.r — et) du y 



a 



00 



o 



Mais ces développements hybrides et composés, qui ont pu 
être l'occasion de recherches intéressantes au point de vue 
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purement analytique , ne sauraient être d'aucune utilité en 
physique mathématique : car, dans chacun d'eux ^ la partie 
paire répond à une question , la partie impaire à une autre 
toute dififérente, et eu quelque sorte opposée à la première. 
Sur ce terrain des mathématiques appliquées , il faut s'en 
tenir aux développements (i6) et (sS) , moins simples en 
apparence, maïs dont l'homogénéité appartient au fond, 
non à la forme. 

S. CLXI. 

PARALLÉLIPIPÈDE RECTANGLE. 

Exemple III. — Le corps solide est un prisme rectan- 
gle dont les côtés sont 2 a, 2&, 2c. Cinq de ses faces ont la 
température zéro dans toute leur étendue ; la sixième a des 
températures fixes en ses divers points, lesquelles sont dis- 
tribuées symétriquement par rapport aux faces latérales. 

L'origine des coordonnées étant placée au centre du 
prisme, et les axes étant parallèles à ses côtés , les six faces 
auront pour équations : 

J7 = — a, xc=: — b, z — '-c, 

La température est zéro sur les cinq premières 5 sur la 
sixième elle est variable avec x et y^ et donnée par une 
fonction F (x^y) paire en x et paire en y. 

Il s'agit de trouver une fonction V de (a?, y, ^) : 1^ qui 
vérifie l'équation 

, , r/'V r/»V (l^V 

7? qui s'annule séparément pour x = — «, a: = -f-a, 

J= — i,j^=:-f-i, z= — c\ 3° enïin qui se réduise à 

F(;r, y) quand 2=-f-c, et puisque cette fonction est 
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paire en x et eny, la fonction Vdoit être de même nature. 
Comme dans les exemples précédents , on compose V d'une 
série de termes simples^» satisfaisant chacun à toutes les 
conditions qui précèdent la dernière. 

Soit U un des termes simples. Pour qu'il puisse s'annu- 
ler séparément sur les cinq premières faces, il doit être 
de la forme U = XYZ ; le facteur X ne contenant que x et 
s'annulant pour a: = db a, Y ne contenant que y et s'an- 
nulant pour y=z±b^ enfin Z ne contenant que z et s'an- 
nulant quand z= — c. Ce terme doit vérifier l'équa- 
tion (27)5 ce qui exige que l'on ait 

Le premier terme ne pouvant contenir d'autre variable 
que X, le second que y, le troisième que z, ces termes doi- 
vent être égaux à trois constantes : — m', — «', -4- r' ; la 
troisième r* étant égale à (m*-+-/i'). Ainsi les trois fac- 
teurs de U devront vérifier les trois équations différentielles 



(28) 



^'X ,^ d'Y 

d'Z 



dz' 



— r'x = G. 



Le terme simple U, comme V, doit être pair en x et 
en / 5 X et Y ne peuvent donc être que cosmo: et cos ny. En 
outre, pour qu'ils s'annulent quand x=^±a et y=±:t, 
les constantes mein doivent avoir les valeurs 



(29) /7i= , n=. — , 

i et/ étant des nombres entiers quelconques. Le facteur Z 

i5 
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doit vérifier la troisième (28), s'annuler pour z = — c, et 
se réduire à Tuniié quand r = -4- c, afin de simplifier la 
recherche ultérieure ; ce facteur sera donc 



Réunissant tous les termes simples correspondants à 
toutes les valeurs des entiers / ely, la fonction V se présente 
sous la forme 

^6t) \ = 2^2^ G(,,y) ^)^s cos w^ ces /ir, 

où m, /i, ront les valeurs (29) et (So); le double indice de 
la consHinte arbitraire G indiquant les valeurs des entiers i 
et y qui particularisent le terme qu'elle multiplie. Cette 
fonction V devant se réduire à F (x, 7) pour z = -h c , on 
doit avoir 

{ 3^ ) ^^ ^^'- J^ ^®* ^^ ^^* «r ^ F ( •*•> 7 h 

et il s'agit de déterminer les coefficients G^,- .). 

Le théorème (9) établit que les deux intégrales définies 

COS mx cosm'xdx, l cos ny 00s n'y dy^ 

sont nulles quand m et m\ n et n^ sont différents \ elles sont 
d'ailleurs égales à a, à i, quand m'= m, n!=n. A Faide 
de ces propriétés on isolera le coefficient G(£,y) , en multi- 
pliant l'équation {32) par cos mx cos nydxdy^ et intégrant 
de x= — a àa: = + a, de j^ = — b ày=:-|-i, double 
intégration qui fera disparaître tous les autres termes du 
premier membre, et l'on aura, en remplaçant x el y par 



1^ 
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a el (3 sous Tînlëgrale définie double , 



(33) G(,,y) = -7 I / F^a, p)coswacos/ip^arfp. 

Avec celte valeur, la double série {3i) sera la fonction \ 
cherchée. 

Par cette même valeur (33), la formule (32) développe, 
en séries de cosinus, une fonction de {x, y), paire en x, 
paire en /, el d'ailleurs quelconque; genre de dévelop- 
pement qui seul permet de constater que la fonction V (3i) 
satisfait à toutes les conditions qui lui sont imposées. 

Si la fonction F, qui donne les températures fixes de la 
face ^ = -t- c , est impaire par rapport à l'une des variables, 
en X ou en y, il faut remplacer, dans chaque terme simple^ 
cosmj: ou cosiny, par sînmarou sinwj", et prendre 

m ^=z — ou n z= —- 
a b 

au lieu de la valeur (29). A l'aide de ces changements, on 
obtiendra immédiatement la série (3i) exprimant la tempé- 
rature V, si la fonction F est impaire en x el paire en 7, ou 
paire en x et impaire en j, ou enfin impaire en x el en y. 
Ces trois cas, joints à celui que traite directement l'exemple 
actuel, donneront quatre séries particulières et distinctes. 

Si la fonction F est quelconque , ou composée de quatre 
parties rentrant respectivement dans les cas précédents, la 
série générale V sera la somme des quatre séries particu- 
lières; et l'on pourra substituer la fonction entière aux 
fonctions partielles, sous les intégrales définies doubles des 
coefiîcienls généraux (33), parles mêmes raisons qui éta- 
blissent l'identité des valeurs (i3) et (12). 

•Enfin, si tous les points de la surface du parallélipipcde 
ont des températures différentes, il faudra répéter la même 



i 
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suite d'opérations pour chacuue des six faces, en donnant à 
cette face les températures qui lui appartiennent, et suppo- 
sant les cinq autres à zéro. On aura de cette manière six 
séries générales, dont la somme exprimera définitivement 
la température V d'un point quelconque pris à l'intérieur 
du prisme rectangle. 

Cette multiplicité des séries composant la valeur défini- 
tive de V, capable d'embrasser tous les cas, tient à la dis- 
continuité de la surface qui limite le solidç. Elle appartient 
à tous les corps de forme polyédrique , mais elle n'existe 
plus pour les sphéroïdes que nous traiterons dans les leçons 
suivantes. Ce qui prouve que le prisme rectangle, généra- 
lement choisi comme l'exemple le plus simple, dans les 
questions de physique mathématique, est au contraire fort 
compliqué ; et qu'il y aurait de l'avantage à essayer d'abord 
des corps d'une autre forme : c'esl-à-dire à prendre un sys- 
tème de coordonnées autre que celui des (x, j^, z). 
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QUINZIÈME LEÇON. 

Cas de la sphère. — > Conditions restrictives imposées par la forme du corps 
à l'expression de la température. — Forme essentielle et propriétés di- 
verses de la fonction 1' (/a) du sinus de la latitude. — Développement d'une 



fonction en coordonnées sphériques 



§ CLXII. 

CAS DE LA SPHÈRE. 

Exemple IV, — Le corps solide est une sphère pleine 
dont le rayon est r\ tous les points de sa surface ont des 
températures fixes, données par la fonction F (^, /ut), (p 
étant la longitude et \). le sinus de la latitude. Il s'agit de 
déterminer la fonction V des trois coordonnées sphéri- 
ques (tp, fx, Çi) qui exprime la température des points si- 
tués à l'intérieur de la sphère. Cette fonction doit : i^ véri- 
fier l'équation aux diflerences partielles 

I — fx' d\>. d^ ' 

§ 147 ; tP se réduire à F (tp, a) quand p = r. On peut la 
composer, comme dans les exemples précédents , d'une 
somme de termes simples, vérifiant chacun l'équation (i), 
et tous multipliés par des coefficients, d'abord arbitraires, 
qu'il faudra ensuite déterminer, de telle sorte que la se- 
conde et dernière condition soit satisfaite. 

Soit (J un des termes simples. Il est naturel d'essayer s'il 
peut avoir la forme U = QPR d'un produit de trois fac- 
teurs, Q variable seulement avec <p, P avec fx, R avec p. 
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Substituant dans Téquation (i) le produit QPR à V, et di- 
visant ensuite par ce produit même, ou aura 

dP dK 

II d'Q i ' ^ 'du. 1 ^ dû 
^ ^ i — fA'Q r/4>' P rf|x R ^p 

Le second terme ne contenant que /ut, il doit en être de même 
du reste de l'équation ; ce qui exige que les deux fractions 

. ^ dp — 

l^ d^^ I ^ d^ 

Q r/^» ' R c/p ' 

aient pour valeurs des constantes \ car la première ne pour- 
rait introduire que la variable ^|/, la seconde que p. La ques- 
tion traitée, qui concerne exclusivement une sphère pleine, 
sans lacune à la surface, indique quelles peuvent être ces 
constantes. 

§ CLXIIL 

CONDITIONS RESTRICTIVES. 

La fonction V doit évidemment rester la même si Ton 
augmente la variable ^^ ou la longitude, de ag^îr ou d'un 
nombre entier de circonférences. Donc V ne peut contenir 
la variable ^ que sous des lignes trigonométriques. Pour 
toutes les valeurs de ip, V doit rester fini 5 donc ces lignes 
trigonométriques sont exclusivement des sinus et des cosi- 
nus, et de plus, V étant développé suivant les puissances ' 
entières de sinip ou de coscp, les exposants de toutes ces 
puissances seront essentiellement positifs; or ce développe- 
ment pourra toujours être transformé en un autre, suivant 
les sinus et cosinus des multiples de ^, Par suite de l'in- 
dépendance mutuelle .des coefficients arbitraires ^ chaque 
terme simple U doit jouir des mêmes propriétés restrictives 
que V -, donc! le facteur Q peut n'être que le sinus ou le cosinus 
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d'un arc /(p, / étant essentiellement un nombre entier. Dans 
les deux cas, la fraction - -r-r-- se réduira à — /*, c'est-à- 
dire que Q vérifiera l'équation différentielle 

(3) 'I^ + r'q = o. 

Au centre du système, où p = o, et qui est un point du so- 
lide , la température doit être finie. Donc si V est développé 
suivant les puissances entières de p, les exposants de toutes 
ces puissances seront esseniiellement positifs. D'après cela, 
le facteur R peut n'être que la puissance n*^"*'' de p^ n étant 
entier et positif. Pour simplifier la recherche ultérieure, 

on peut prendre R = ( ° J -, par cette valeur la fraction 

. dK 

- — - — - se réduira au produit // [n-\-i)'^ c'est-à-dîrc (Jue 

R térifiera l'équation aux diflérences partielles 

(4) _^ = „(„H.,)R. 

Par les substitutions respectives de — /* et n[n-j-i) 

dp^ — 
^ . i d^Q i ^ dp ., , . / \ 1 . . 

aux Iraclions - -r~ et - -—*--, 1 équation ( 2 ) devient 

Qd^^ K dp ^ * ^ ^ 



• -P', 



(5) _J^+[„(«^,)_ 

et cette équation ditïérentielle doit être vérifiée par le fac- 
teur P, fonction de fx seul. La forme essentielle de ce fac- 
teur est encore indiquée par la question traitée. 

Aux points du solide qui sont situés sur l'axe polaire 
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du système sphéiîque, la température doit être déterminée 
et finie -, or, pour tout point de Taxe polaire, cos Q ou le co- 
sinus de la latitude est nul, la longitude ^ restant quel- 
conque. Donc non-seulement V ne peut contenir ip que 
sous les lignes trigonométriques sinus et cosinus, mais en 
oulre sin(p et cos(p y ont poui; facteur inséparable cosd ou 

v/i — fjL*; c'est-à-dire que V contient, outre les variables 

simples /ut et p, les variables composées ^i— fj? cosip et 

^i — (X* sin^p; si cos^p et sin^p y entraient d'une autre ma- 
nière, ils ne disparaîtraient pas pour ^=±19 et les tem- 
pératures des points du solide situés sur Taxe polaire ne 
seraient pas déterminées. D'après cette nouvelle propriété 
restrictive, Q, qui est sin /^ ou cos /(p, c'est-à-dire une fonc- 
tion entière homogène du degré / de sinip et cos^, doit 

être accompagné du facteur cos^0 ou (i — f**)^; ^t P doit 
contenir ce facteur. 

§ CLXIV. 

FORME ESSENTIELLE DE LA FONCTION P(f*). 
Ainsi P est nécessairement de la forme 

(6) P={.-f.')^M, 

M étant une fonction de |ur. qu'il faut chercher. Posant, 
pour simplifier, 

, ,, . dm a 

i/i — u}z=m, d ou -;— = — -y 

ail m 

on a, par la valeur (6), et une première différentiation , 



P=: //l'M, /w2 -_= /w'-^-»^ lum^M; 
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puis, à l'aide d'une seconde diiFérentiation , l'expression 

^^ ..[.(.4-i)-^,]p, 
ou le premier membre de Tëquation (5), devient 






/w'+» 






or les deux termes extrêmes de la parenthèse qui multi- 
plient M donnent — /"/n' en les réunissant, et l'expres- 
sion totale, qui doit être nulle d'après (5), est divisible par 
m^\ ce qui donne définitivement, en replaçant (i — fx') au 
lieu de /n*, 

(7) ('-(*') ^-2(/ + .)f.^ + («-/){« + /-hi)M = o 

pour Téquation différentielle que doit vérifier M. 

La fonction M étant conçue développée suivant les puis* 
sances entières de sa variable /ix, les exposants de ces puis- 
sances doivent être essentiellement positifs : sinon V serait 
infini pour (ut = o, c'est-à-dire pour tous les points du so- 
lide situés sur l'équateur du système spbérique^ ce qui est 
inadmissible. Soit i l'exposant le plus élevé ; lors de la sub- 
stitution du développement de M dans l'équation (7) à vé- 
rifier, le premier terme /x' devra avoir, comme tous les autres, 
un coefficient nul ^ or on voit facilement que ce coefficient 
sera 

[— i (/ —1) — 2(/ -1-1)1 -f- (/I - /) (/i-f- / -H 1)], 
ou, par transformation, 

il faut donc que / soit égal ou à — (w -h / + 1), ou à n — /. 
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La première valeur étant n^ative doit être rejetée ; et pour 
que la seconde soit positive, il faut que /i ne soit pas infé- 
rieur à /. 

§ CLXV. 

VALEUR DE LA FONCTION P^u). 

Ainsi les deux entiers, essentiellement positifs, n et /. 
qui semblaient tout à fait indépendants Fun de Tautre, 
doivent être tels, que la diflerence n — /ne soit pas n^a- 
tive. Et c'est celte différence, entière et positive, qui sera 
Texposant du premier terme de M. On reconnaît d'ailleurs 
à rinspection de Téquation (7) que les réductions ne peu- 
vent s*opérer qu'entre des termes consécutifs du dévelop- 
pement substitué qui auront une même parité, c^est-à- 
dire que le polynôme M ne contiendra que des puissances 
paires ou impaires, quand la diflFérence n — / sera elle- 
même tm nombre pair ou impair. 

D'après cela , M ne peut être que de la forme suivante * 

et il s'agit de trouver la loi des coeflScients A,. Or, lorsqu'on 
effectue la substitution de ce polynôme ( 8) à la place de M, 
dans l'équation (7) , les termes contenant /i avec l'exposant 
[n — / — 25) se réunissent avec le coefficient 

i^,[(/l— /}(;i-+-/-+-l)— 2(/4- 1 )(/I— /— 2*)--(/I— /— 2f)(/l— /— ÎW— I ) ' 
-4- )t*,_i (« — / — 2 J H- 2) (/2 — / — 2 J -h 1). 

La parenthèse qui sert de facteur à A, se réduit d'abord à 

[{n — /) (/i H- / -h i) -- (/i — / — 25) (/2 -h / -+- 1 — 2,s)] 

par la fusion des deux dernières parties, el devient défini- 
tivement 

2s{2n -f- 1 — 2f); 
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donc , après la substitution , le terme en |ui"~^~*' sera 

-h [2 5 (2/1 -h I — 2 j) ^^4- (aï — /— 2 j4-2)(/I— /— 2 ^4- l) ^^-ijpt"-'- " 

et , en l'égalant à zéro , on aura 

•^ 9.S(2n "h i —- '2s} 

Celle vaRur générale de A", s'annule , quel que soit A",..! , 

pour s égal a h i , ou a ; une de ces deux 

valeurs est entière , ce sera la première si w — / est pair, lar 
seconde si n — / est impair-, et puisque l'indice de k, in- 
dique le nombre des termes qui précèdent celui qui multi- 
plie ce coefficient , il en résulte que le polynôme se termi- 
nera dans les deux cas^ et que le nombre de ses termes sera 

h 1 , ou — 9 suivant que n — / sera pair ou 

2 2 

impair; le dernier terme étant constant, ou contenant |x à 
la première puissance. 

Le coefficient du premier terme de M (8), ouA'^, étant 
l'unité, on aura successivement, d'après Téquation (9), 

jn — l) [n — l—i) 

ffo I , Al - 5 

2.(27/ Ij 



_ (/z — /) (/ï — / — 1) (/2 — / — 2) (/g -- / — 3) 

2.4.(271 — l)(2« — 3} 



et substituant ces valeurs dans M (8) , puis M dans P { 7) ? 
on aura enfin 

(,o) P = (,-,^)^[,--(lz:^1^5ipi),— -H...] 

pour le facteur P, fonction de^x seul, du terme simple U. 
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§ CLXM. 

FORMES DE LA DOUBLE SÉRIE V. 

Les trois facteurs Q , P, R de U vérifient respectivement 
les équations différentielles (3), (5), (4)- On peut prendre 
pour Q l'intégrale générale de (3), qui est 

Q = Gcos/4» + Hsin/4i, • 

G et H étant deux constantes arbitraires. Mais P(io) et 

R = 1 - I ne sont que des intégrales particulières de ( 5 ) et 

(4); la nature de la question, et les propriétés restrictives 
qu'elle impose à la fonction cherchée , éloignant les inté- 
grales générales. 

Réunissant les termes simples qui correspondent à toutes 
les valeurs admissibles des entiers /et /i, la fonction V se 
présente sous la forme 

V = S (G;*^cos/4i -H hJ"^ sin i^) P^*^ f ^V ; 

les indices donnés à P et aux constantes indiquant les va- 
leurs des entiers l et n qui particularisent chaque terme 
simple. La double sommation S peut se faire de deux ma- 
nières. On peut écrire 

n=co l=n 

Le sigma relatif à n s'étend depuis zéro jusqu'à Tinfini. Le 

sigma relatif à / est subordonné au premier, il s'étend de- 
puis /=o jusqu'à /=w, limite supérieure infranchis- 
sable; il ne contient donc que n-\-i termes simples et 

'2n-hi consumes arbitraires, H,^"^ n'exisUnt pas. On peut 
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encore écrire 



2=00 n=.co 



v=2h^+2:<>r'(^.)"ï'.'"' _ 



, /=o n=i 

(l2) 



n=QO 

sm '' 

11=0 



™^+2<(;)"P/"'] 



Le sigma relatif à / s'étend depuis zéro jusqu'à Tinfini. Les 
sigmas relatifs à n sont subordonnés au premier, et servent 
de coefficients généraux à cosl^ et sin/tp; dans chacun 
d'-eux le nombre / est fixe et constant ; ils s'étendent depuis 
7ï = Z, limite inférieure infranchissable, jusqu'à w=: oo ; 
ils contiennent donc des nombres infinis de termes et de 
constantes arbitraires. 

Dans la question qui nous occupe, c'est la seconde forme 
(la) qu'il faut prendre. La fonction V devant se réduire à 
F (^y [i) quand p = r, on doit avoir 

(,3) 2 {'^'^ 2 ^'" <'+ sin/^.2 H^'p!"') = F(+, f«) ; 

et il s'agit de déterminer les coefficients G^"\ Hj'*^ pour 
qu'il en soit ainsi. 

§ CLXVII. 

DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS. 

Les applications que nous avons faites du théorème établi 
au § 15S, dans les deux premiers exemples, en y changeant i 
en /, a en TT, montrent que les deux intégrales définies 

cosi^cosl' ^d^, I sini'^ sinl'^d^y 

sont nulles quand lés entiers / et /' sont différents, ei égales 
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à r quand /'= /. On a rFailIeur? identiquemitit 



x: 



ro$ /^ sin / -^ </■!#= o , 



que /et /' soient différents ou égaux , car l'élément de cette 
intégrale est une fonction impaire. A Taide de ces proprié- 
tés, on isolera le sigma partiel, facteur de cosl*^^ ou de 
sin /'j/, dans chaque terme du sigma principal, en multi- 
pliant Téquatiou (i3) par cos/tj///*^, ou par sinl^^di^^ et 
in tarant entre — t: et + ir : ce qui fera disparaître tous les 
autres termes du premier membre , et Ton aura 



n=r'X 






n=oc 

-ha 



Quant au terme qui correspond à / = o , on Pisole en mul- 
tipliant Téquation (i3) par d^^ et intégrant de — tt à -t- r, 
remarquant que toutes les intégrales 

ces l-^ fi-^, j sin i^ d-^ 



sont nulles d Viles-mêmes, et que / r/(|;='^7T; d'où 



résulte 



nr=y: 



(•5) 2g;"p:-'=j- r'F(+,Hrff 



n=-o 



Cette dernière formule sera comprise dans les précédentes, 
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si , posant 

{-+-7r 
COS*/>|/rf\p = W/, 

on substitue^ au dénominateur tt des seconds membres {14)9 
W/ , intégrale définie qui est 2 t: ou tt , suivant que / est ou 
n'est pas zéro 5 simplification que nous adoptons. 

Dans tous les termes des sigmas simples (i4 ) ? l'entier / a 
une même valeur fixe 5 les indices supérieurs de la fonc- 
tion P et des constantes sont seuls changeants , depuis n = I 
jusqu'à n = 00 ^ les seconds membres ne contiennent plus 
d'autre variable que /m ainsi que les premiers. Outre la fonc- 
tion P correspondante au groupe (/, z^), et qui vérifie Véh- 
quation différentielle (5), introduisons une fonction sem- 
blable P qui corresponde au groupe (/, n'), n' différant de 
n, et qui vérifiera l'équation différentielle 

(.7) —-^ + [n'in' + .)--—,\v = o. 

L'élimination de /* entre les équations (17) et (5) don- 
nera 



[«'(«' + !) — n(»-f-l)]PP'= ^--i- C^ ; 



[ 



si l'on multiplie par dfi et qu'on intègre entre (i = — i et 
a = -l-i , le second membre disparaîtra ; car l'intégrale in- 
définie de ce second membre , qui est 






s'annule aux deux limites par le facteur i — |ui', P et P ne 
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pouvant être infinis ] on aura donc nécessairement 
[/f'r/i'-f-i) — /i(/i4-i)] I PFrffx = o, 



r 



et nf différant de /i, 



jr^'p;-'pr-/^= 



(.8) p-'Prrfp = o. 



Ce théorème important (i8) donne le moyen d^isoler 
chaque coefficient des identités (i4) et de déterminer leurs 

valeurs. Multipliant les deux équations (i4) par V^*^ d(ij 

intégrant de u = — i à fx = +i , et posant 

('9) r'(vn'du=p<'\ 

on obtient définitivement les formules générales 

&;"'=' f^'pl"' r'^F(,l.,f.)cos/+rf4,rf«, 

(20) 






Enfin, après la substitution de ces valeurs, la double sé- 
rie (i i) ou (12) sera la fonction cherchée. 

§ CLXVIII. 

DÉVELOPPEMENT DE F (+, fx). 

Désignant tp par a, /ut par (3 sous les intégrales définies 
doubles (20), et substituant les nouvelles valeurs dans Té- 
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quatioii (i3), elle devient 

PriP) f F(a, p)cos/(rP— a)^arfp 

2, z -r (.; ^=^^-05 • 

par une réduction facile ; formule qui développe en série 
une fonction quelconque des coordonnées sphériques ^ et 
*x^ genre de développement qui seul permet de constater que 
la fonction V (12) vérifie la seconde coiidiiion en même 
temps que la première. 

Ce qui caractérise spécialement la solution qui précède, 
et en général les solutions de tous les problèmes de 
mécanique céleste et de physique mathématique, où l'on 
emploie les coordonnées sphériques, c'est la fonction P, 
c'est-à-dire le facteur qui contient jm, ou le sinus de la lati- 
tude, dans chaque terme simple du développement en série. 
On verra que cette fonction a une grande analogie avec les 
fonctions des (A,, B^, Q) qui se présentent quand oh emploie 
les coordonnées elliptiques, et qu'elle n^est réellement qu'un 
cas particulier de ces fonctions plus générales. Ù'après cela, 
il importe d'étudier succinctement les propriétés princi- 
pales des diverses fonctions P|" ^ ce qui nous donnera d'ail- 
leurs l'occasion d'évaluer l'intégrale définie (19), placée en 
dénominateur dans la formule (21). 

§ CLXIX- 
RELATION DIFFÉRENTIELLE ENTRE LES Pj»^. 

Soit représentée par $ la fonction P^""' 9 elle vérifiera 



I 



6 
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r<'quation différentielle 

(aa) 77 '^ 



= [7^-«(''-')]a?. 



que Ton obtient en changeant /i en n — i dans (5). Or 
si Ton prend 

(23)' <I,=:„»CP— (,- a')^\ 

cette fonction 4> sera égale à P^"^ mullipli» par un facteur 

constant. En effet, différentiant (î^S), ayant égard à (aa) et 
mailtiplâant ensuite par i — i^', on a 

différentiant um^ sc(*onde fois^ et se servant encore de (aa), 
ii vient 



c'^est- à-dire , en réunissant, et d'après (aS) , 



d 



f* 



d<i> 

du 



= [—,-.-"(" + ')]■*, 



équation différer*! elle identique avec (5) ] donc 4>, qui, d'a- 
près sa composition en $, est fini pour |ui==o, ne sera 

autre que l'intégrale particulière P|" , multipliée par une 

constante. 
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Soît h cette constante , on aura 

(24) *p;''^=/ip.«-(.-p.')l* 

identîquemenl, c'est-à-dire quel que soit jm. On a, d'après 
(lo) , et en se bornant au premier terme de chaque paren- 
thèse , 



substituant dans (24) el réduisant au second membre^ il 
vient 

or^ les deux parenthèses devant être identiques et, par 
suite, leurs premiers termes égaux, il faut que h soit 
2.n — I . On a ainsi la relation 

(25) (2«- ,)P« = «pP^'-"-(,_p')^' , 

remarquable par elle-même, et dont se déduisent toutes les 
suivantes. 



§ CLXX. 

RELATION INTÉGRALE ENTRE LES PJ"^- 

DiiTérenliant (aS) , il vient, d'après l'équation (22) où 9 

16. 



i 
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représente P"*~ » 

L'élimination de la dérivée — ^ — entre (aS) et (26) donne 
la première formule du groupe 

(2«+.)P<"*"=(« + ,)f.P<">(-.-(.»)^; 

la seconde provient delà relation (sS), dans laquelle on a 
changé 72 en n + 1, Enfin, additionnant ces deux dernières 
formules, membre à membre, on élimine la dérivée de 

PJ"\eiron a 

(28) P.^'^'^rr fxPJ"^- ^^^ Pj--^ 

relation dont l'importance est manifeste. 



§ CLXXI. 

DÉTERMINATION DE Ç PMf*)«^p. 

D'après le théorème (18), si l'on multiplie la relation 
(28) par P^"'*"'^rf|ut, et qu'on intègre entre — i et -hi, on 



aura 



jT 1" ' (PJ'-'Vrf^ = j^"^ Vp*"'?'"-'^ rfl*; 
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changeant nen n -^ i , puis revenant à ( 28) multiplié par 
pj«-0 j^^ et intégré comme ci-dessus, on a successivement 



F=rt 



= " (4^)-x:>"'''^- 



c'est-à-dire 

(^) .!■'=.;'-■ 'n' (^) 



Or, d'après sa valeur générale (10), et puisque ^i — |ut* est 
le cosinus de la latitude 0, on a 

pJ'^ = cos'ô, pI^^= Ç~^\9fYd^z=z j ^cos''+'ôrfÔ; 
et rappelant la formule classique 

I cos''+'9J0= / ces"-' 0r^9, 

^ TT 2/-K1 J ^ 



il s'ensuivra 

(3o) pf = -^ />f-" = 2 n I ^^ 



1 = I 



►(0) A* * 1», :*a .,(0 



car, P^**^ étant Tunité, p^ est égal à 25 et cette valeur, 
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substituée dans (29) , donne numériquement 

Ainsi le dénominateur des coeflScients (20), ou -celui du 
terme général, dans le développement (21), ne contient 
d'autre nombre transcendant que tt, qui est introduit 
par W/. On verra, par les leçons qui vont suivre, que cette 
propriété s^étend à tous les ellipsoïdes. 




i-' 
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SEIZIÈME LEÇON. 



Cas de rellipsoïde de révolution planétaire. — Fornies diverses des facteurs 
du terme simple. — Leur coïncidence avec la fonction P (ym). — > Nouvolfr 
forme de cette fonction. — Définition des fonctions isothermes. 



§ CLXXII. 

CAS DE L'ELLIPSOÏDE PLANÉTAIRE. 

Essayons maintenant de résoudre le pioblème général 
«nonce au § 153 pour les corps de forme ellipsoïdale, et 
considérons d'abord les solides de révolution. 

Exemple V . — Le corps solide est un ellipsoïde de ré- 
volution planétaire , ou dans lequel la distance des pôles 
est moindre que le diamètre de Téquateur. Tous les points 
de sa surface ont des températures fixes et diverses. Il s'agit 
<le trouver une fonction V qui exprime la température des 
points situés à Fintérieur. 

Soient r le rayon de Téquateur et 2 r' l'axe polaire. Si 

l'on prend c = ^r* — r'* dans les éc^uations et les formules 
des §§ 97 et l^O, il s'agira de déterminer une fonction \ 
de (0, j3, 7) : i" qui vérifie réquaiion aux dîHérences par- 
tielles 

dans laquelle X et p sont les fonctions 

c c 
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învei'ses des transcenda nies 



(3) 






prises pour coordonnées ; 2" et qui se réduise à une fonc- 
tion donnée F(0, /3) quand p = /*, ou quand 7 atteint la 



valeur c 



r 



dp 



Slf^c- 



P 

Conformément à la marche uniforme des exemples pré- 
cédents, V se composera d'une somme de termes simples , 
yéri fiant chacun Téquation (1), et multipliés par des coeffi- 
cients d'abord arbitraires. Chaque terme simple U = QPR 
sera le produit de trois facteurs, Q ne contenant que la coor- 
donnée 0, P que|3, R que 7. Substituant dans Téquation (i) 
le produit QPR à V, et divisant par ce produit même, on 
aura 

\^) K? "" ^q dB' ^ V dp' ^ R Jy' 

Par les mêmes raisons que pour la sphère, V, et par suite 
Q, ne pourront contenir l'angle azimutal Q que sous les li- 
gnes trigonométriques sinus et cosinus, et leurs développe- 
ments en sinô et cos0 que des puissances positives-, d'où il 
suit encore que Q peut n'être que le sinus ou le cosinus d'un 
arc /0, / étant essentiellement un nombre entier; alors Q 
vérifiera l'équation différentielle 



§ CLXXIII. 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES NOUVEAUX FACTEURS. 
Par la substiuition de — /* à la place do la fraction 
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7^ -^779 réquation (4) se met facilement sous la forme 



Q dB' 



,, i d'V i d^K ; 
P dp^ R dy^ 



le premier membre ne peut avoir d'autre variable que ]3, 
le seciond que y, leur égalité exige donc qu'ils soient con- 
stants. Soit '- leur valeur commune, on aura 



c" 



(6) ( '^' 

^ d'R 



=('-4:)'. 



dy^ \ c 

équations différentielles que les fonctions P et R doivent 
vérifier. 

Si l'on prend respectivement les paramètres géométri- 
ques X et p pour les variables des facteurs P et R, les rela- 
tions (3) donnant 

d^V , 

dp' ^ 



d\ \jc* — 


d-k 


d\ 

dp s/p'- 


-,dK 

dp 



J2R 

df PVP ^ ^p 

les équations différentielles (6), en changeant les signes de 
la première, se transforment dans les suivantes : 

rf'P dV 

lesquelles sont identiques; c'est-à-dire que leurs intégrales 
générales se composeront de la même manière, PenX, R en jO . 
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Mais les conditions imposées à la fonction \\ par la nature 
de la question traitée, peuvent' restreindre les facteurs P 
et R à n'être que des intégrales particulières, qui ne §e cor- 
respondent pas. 

Si Ton prend respectivement, pour les variables des 

facteurs P et R , les paramètres géométriques ï! = ^c* — 1*, 

p = ^p* — c*, demi-axes polaires des surfaces conjuguées, 
les §§ 16 et 15 donnant 

^='.1 ^^^' '='1 ^' 



il s'ensuit 



c" 






et les équations (6) deviennent, en remplaçant dans les 
seconds membres X' par c* — X'*, p* par p'* -f- c*, et divisant 
par ces nouvelles valeurs : 









= (*-7^>; 



ici les intégrales générales différeront, en ce que, connais- 
sant celle de la fonction P en V, il faudra y changer c' 
en — c', en même temps que X' en p', pour en déduire 
celle de R. 
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§ CLXXIV. 

coïncidence avec la fonction P (il). 

Si l'on suppose maintenant P et R développés suivant les 
puissances de X' et p', ces puissances devront être toutes 
positives : car, pour les points du corps situés sur le plan 
de l'équateur , on a ou X' = o, ou p' = o, et la fonction V 
cherchée doit être finie pour ces Valeurs. Ainsi restreintes, 
et de la même manière, les deux intégrales particulières , 
seules admissibles, des équations (8), se correspondront, et 
Tune se déduira de l'autre par les changements qui viennent 
d'être indiqués. Le facteur R étant un polynôme du degré n 
en p', ce polynôme sera évidemment homogène en p' et c • 
c'est-à-dire que tous ses termes', à l'exception du premier, 
auront pour facteur une puissance positive de c , en sorte 
que, si l'on y faisait c = o, auquel cas le système ellip- 
soïdal deviendrait le système sphérique, R se réduirait 
à p", comme cela devait être i or la seconde équation diffé- 

..du 

rentielle (7) ou (8) devenant alors — - — ^ = AR, il faut né- 
cessairement que /t soit n {n -h i). 

Substituant cette valeur trouvée de h dans les équa- 
tions (8), et remplaçant - par p dans la première, elles 
deviennent 



dy 



= [7^-''(« + ')]p. 
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et lorsqa*on aura trooTé l'intégrale particulière de P en p. 



O 



il suffira d'y changer u en *- ^ — i , pour en déduire le fac- 
teur R. Or cette Intégrale particulière, nous la connais- 
sons : elle n'est autre que la fonction P)" (lo), § 165, 

relaÛTe à la sphère ; car toutes les conditions imposées au 
sinus de la latitude sont applicables, sans excreption, au 

rapport — [Entre autres, celle-ci : Féquation de Taxe 

polaire étant ). = o, quel que soit S, il s'ensuit, comme pour 

la sphère, que sin0 et cosd sont inséparables du facteur -9 



I 



et Q, c'est-à-dire sîn/6 ou cos/6, de (-j ou 1 1 — [-) 1 

facteur que P doit conséquemment contenir.] 

D résulte de la coïncidence, qui vient d'être établie, que 
les facteurs P et R de l'exemple actuel , ou les int^rales 
particulières admissibles des équations (9), seront 

(.0) p=pr("f). R=pr('7v=^)- 

Rappelons que, d'après les §§ i6 et 15, les fonctions in- 
verses des paramètres thermométriques, prises ici conune 
variables y ont les valeurs 

f?-=tang7, d*où ?=|i-f-(Ç-| =séc7. 
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S CLXXV. 

EXPRESSION DE LA TEMPÉRATURE. 
D'après la forme de la fonction Vf [(lo), § 165], l'in- 



troduction de - ^ — 1 au lieu de sa variable donnera pour R 



une fonction réelle de p', que nous désignerons par^ (p'), 

multipliée par un facteur constant, qui sera lizi, zt \/ — i, 
suivant les parités des entiers / et 71 ^ ce facteur peut être 
réuni au coeflîcient arbitraire qui doit multiplier le terme 
simple; on peut inversement emprunter à ce coeflScient un 

autre facteur pareillement constant, et prendre R= ^-T^f» 

de telle sorte que R se réduise à l'unité pour p' = r', ou sur 
la surface du solide proposé; ce qui simplifiera la recherche 
ultérieure. 

Enfin on peut laisser ^ comme variable dans la fonc- 
tion P^"^ qui exprime le facteur P, en se rappelant qu'il ne 
s'agit plus d'un sinus de latitude, mais de la fonction in- 

verse — ou :^^7^* Et, puisque le paramètre géométrique V 

varie de — c à -f-c sur la surface des ellipsoïdes actuels 
(la coordonnée thermométrique j3 variant de — oo à -f-oo , 

y 

§ 97), cette nouvelle valeur —de p. aura les mêmes limites 

— i et -i-i que pour la sphère. 

La solution est maintenant toute tracée. La série V se 



254 LEÇONS 

présentera sous la forme 

112) v = 2 

La fonction donnée F étant exprimée en Q et en 



n = 00 






f* = -7 



et V devant se réduire à cette fonction quand p'= r', on 
aura à identifier le développement 



l=r ce n = 00 n = 00 



(.3)2 Us 16 2 <^r' ^r -t- sin/e 2 h]" P/"'] =F(9. (*)• 



/ = o n = l n 



Les méthodes d'élimination du § 167 s' appliquant ici 
«ans aucune modification, on arrivera aux valeurs géné- 
rales (20), même § 167, des coefficients G^"^ , H^"^ , au dé- 
veloppement (21), § 168, en remplaçant ^ par Ô. Enfin, les 
propriétés des fonctions Pj , et la valeur numérique de 

Pi , seront absolument les mêmes qu'aux §§ 169, 170, 171. 
Les coefficients étant ainsi déterminés, la série dou- 
ble V (12) pourra être groupée de celte autre manière 

forme analogue à celle (11), § 166, de la série double ap- 
partenant à la sphère, mais qui en diffère en ce que le 
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facteur ( -) > qui était en dehors du sigma inférieur, est 

actuellement ^ , , . > et placé sous ce sigma même , comme 

changeant à la fois avec n et avec /, ainsi que le fac- 
teur P^^"). 

Notre premier exemple'd'un corps de forme ellipsoïdale 
est maintenant complet. Mais pour faciliter des rapproche- 
ments avec d'autres. exemples donnant lieu à des distinc- 
tions importantes, il faut étudier de plus près les deux fonc- 
tions associées P et R, ou la composition du terme simple. 

§ CLKXVI. 
DOUBLE FORME DES FACTEURS P ET R. 

Puisque tout facteur constant des fonctions P et R peut 
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple, ou 
en être extrait, les développements des valeurs (lo) s'écri- 
ront ainsi : 

l P = (*' _ v')^ r V'-' - (^-0 i"-'- ^) ,. v»-^'+ . . .1 

' L 2(2W — l) J 

{•5)\ ./ -^ 

-L 2(2/2 — 1) ^ J 

Si Tony remplace X' par v^c' — X*, p' par ^p^ — c*, les 
valeurs (i5), ainsi transformées en i et jO, seront nécessai- 
rement les intégrales particulières, admissibles et corres- 
pondantes des équations différentielles identiques (7). lï 
suffît donc de chercher la première qui devra reproduire la 
seconde, à un facteur constant près, par le simple change- 
ment de X en p. 

Dans la transformée deP, le fadeur (c* — X")^ sera reni^ 
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placé par V ; si les entiers n ci l ont la même parité, n — / 
étant pair, la parenthèse (multipliée, s'il est nécessaire, 
par — i) deviendra un polynôme â puissances paires de X, 

complet et de degré en X* ; alors P sera de la forme 

2 

mais si les entiers n et / sont de parités contraires, n — / 
étant impair, la parenthèse sera le produit du radical 

d: ^c* — X* par un polynôme à puissances paires de X, 

complet et de degré en X* ; et P aura cette autre 

forme 

+ + ^„^/..v 



17) P = V^^'-^M 



Or si, remplaçant, dans la première (7), A par /»(w-}-i), 
on cherche, pour l'un ou pour l'autre cas , quelle doit être 

la loi du coefficient k,^ ou h, , telle que le polynôme (16) 
ou (17) vérifie cette équation différentielle, on trouve, 
par la méthode employée au § 1 65 , 

A,= — c'\— -^ -X-,^., 

' (71-2. -t-ir-/' . 

' 2J(2/Î -f- I — 2S) ' • 

et le coefficient du premier terme, c'est-à-dire A"© ouA'^, 
étant l'unité, celui du second sera 

A^=z-^c*— ., ou X-,= — c'i—- — '■ -; 

2(2/1 — i) 2(2 « — 1) 




•■ 
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celui du troisième 

2.4«(2/2 — l)(2/2 — 3) 
OU 

jt' = ^ [(z.—)'- /'][(// -3)'-/'] 

* 2.4.(2/1 — l)(2/î— 3) 

et ainsi de suite. Et le polynôme se terminera au terme 
prévu, puisque A, (18) s'annule, quel que soit A,_i quand 

s = ' -f-i î oti puisque A'^ s'annule, quel que soit A^_j 

, /2 / — I 

quand s = h i . 

D'après cela, le groupe {i5) transformé sera 

Vz^l^— -^ \ c»X"-=' + . . . 4- f. (— c') ' V, 

(.9) i '^'"-'^ 

' 2(2/1 — 1) ^ \ / ry 

si n et / sont de même parité, ou si leur différence n — / 
est paire , et 

■ 

p=vh»-'— ^-^ — '- — .cn-^>+...+f:(—c'} ' xM, 
(.0) \ ' '^'"-'' , 

dans le cas contraire, ou si w — / est impair-, f et (' étant les 
fractions terminales, faciles à trouver-, X' et p' remplaçant les 

radicaux Vc* — X* et vp* — c' ; enfin le facteur ^ — i que le 
changement de X en p dans la première équation (20) intro- 
duit dans la seconde, étant renvoyé au coefficient arbitraire. 
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§ CLXXVII. 
COSfPOSlTION DES FACTEURS P ET R. 

t 

Si , dans les premières expressions (i5), on remplace le» 
facteurs des parenthèses par X' et p', les groupes de va- 
leurs (i5), (19) ou (20), seront des fonctions algébriques ^ 
entières et rationnelles de degré n , des paramètres géomé- 
triques X et X' pour P, p et p' pour H, ou des axes des sur- 
faces isothermes conjuguées. Autrement, si l'on divise ces 
valeurs par c", elles deviennent des fonctions algébriques, 
entières et rationnelles de degré n des deux fonctions in- 
verses 

-c = fJJ) '' -c=ÊIP)' ^^PP^"^^^ 

P ' 9' 

i- == séc7 et - = tang7, de 7 pour R, 

De plus, sous la forme (19) ou (20), les deux fonctions- 
sont identiques, c'est-à-dire qu'elles sont composées de la 
même manière, l'une en X et X', l'autre en p et p', ou bien 

Lune en ■ , . , et ^ ; ^ S 1 autre en sec y et tangy. 

§ CLXXVIII. 

FONCTIONS ISOTHERMES. 

Toute fonction qui vérifiera l'équation générale de Té- 
quilibre des températures, quel que soit d'ailleurs le sys- 
tème des coordonnées, jouira de la propriété de donner une 
famille de surfaces isothermes , lorsqu'on l'égalera à un pa- 
ramètre , variable d'une surface à l'autre, et qui sera pré- 
cisément le paramètre ihermomé trique de cette famille. 
Nous appellerons cette fonction une fonction isotherme. 
Dans les exemples qui précèdent , dans celui-ci , dans ceux 
qui suivront, tout terme simple de la double série V est 
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une fonction isotherme, puisqu'il doit essentiellement vé- 
rifier l'équation de l'équilibre des températures. 

Le nombre des termes simples distincts qui composent le 
sigma limité relatif à /, dans la double série V (14)9 est 
'2n-\-i comme pour la sphère , car un seul correspond à 
/ = G, et à chacune des valeurs / = i,2,3,.«.,/i, corres - 
pondent deux termes PRcos/9, PRsin/9 qui sont dis- 
tincts par le facteur en 9, On peut donc dire que , dans le 
système des coordonnées (0, j3, y) de F ellipsoïde planétaire, 
à chaque valeur de l'entier n correspondent 2 n -}-i fonc- 
tions isothermes PR cos/0 ou PR sin/0 5 les fonctions P et 
R étant des polynômes entiers et rationnels^ tous de degré n 
et composés df la même manière dans chaque fonction iso- 
therme, à l'aide des deux fonctions, inverses de j3 pourP^ 
de y pourR. 

§ CLXXIX. 
IDENTITÉ INDIRECTE. 

De plus , dans chacune des 2 w -f-i fonctions isothermes, 
le groupe des facteurs polynômes P et R peut se mettre sous 
deux formes différentes : par la première, (19) ou (20), que 
suppose l'énoncé précédent, les deux polynômes sont direc- 
tement identiques 5 par la seconde, ( 1 5 ) , leur identité est en 
quelque sorte indirecte j tous les termes de R étant positifs^ 
tandis que ceux de P sont alternativement positifs et néga- 
tifs. Pour l'ellipsoïde planétaire, c'est la forme pour la- 
quelle l'identité est indirecte qui coïncide avec la fonction 

P)"^ de la sphère. 

§ CLXXX. 

FORME NOUVELLE DE LA FONCTION V (y.). 

On définit plus simplement les fonctions isothermes de 
Tetlipsoïde planétaire, en introduisant une forme nouvelle 
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de la foocdoD P. ' rel JÛTe à la sphère. IWsieiiant la ladtodr 

par z . et praiant la forme habituelle . cette fonction pent 
s'écrire ainsi : 



_. ' . ^_ M — i M — [ — I . , \ 

P == UBr~^z sur* ■ -s--. IcQS's. 

4^ i^ ^ ■m • V • 



i^ première ^alr^nr *f5i coïncide ^vec elle, lorsqaVm t 



rjiBa A « . cet» a >^%^ — «' o« ai. 



et ca'on siq»priine le ËKtear c* : on ann dcw me antre 
forme de cette fonction, que nons dêç%nerotts alors 

par -^ * . en fûsanc les zièmres ?ii!iedtnti»:>as . et la même 

sa|»pf«ssion. dans la première Taîcïir lo o« ( 20 V : ce qui 



^'' = 



I 



». 



I cas?'-" s cos»^""-» — — i 



-^-' -.-.A 



a 2ï — I 



«v xnt qae m — /est pair o« impair. Le p>F 1 mfhmt *•■ si 1 a 
ponr «.iriihle le «în^ de Ix ladtnde. le poljnii^ ^ as » le 
: •^>ci pi 






Jkiindk pi»c«QC]re9BpSh>^«r îci&3ene9umEKe ri£9ec« Tantre 

lie ces «iras fecmes. di&^ Ee» vSè^A'iinm mm m^ ndadik à la 
. îl IEklî pren&e pour cqoc&ojbK' la btilmir elle- 
et nsoi 349IB sEno». Oot TeorpLaaorj: iioaif . lifins les for- 
.muenmRLt ces dé^et j p pg gn ta. fcf > si par suas. 
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dfi par cos(fd(fy et l'on intégrera entre ç = et 

• ja 

(f = -\ — 9 au lieu d'intégrer entre (x= — i et(x=-}-i. 

.Par exemple, le théorème fondamental, (i8) du § 167, 
s'écrira de cette manière. . . (24) 

les P^"\ ou les $^''', étant considérés comme des fonctions 

de la latitude (p, eiLprimées par des polynômes eu sinf, 
ou en cosy. 

§ CLXXXI. 

RÉSUMÉ SIMPLE. 

Par cette introduction, et par cette notation, étant la 
longitude, ou l'angle azimutal des plans méridiens, les 
2 Tî ■+■ I fonctions isothermes de degré n , du système sphé- 
rique , auront la forme 

/cos/« 
(25) e-.fSl'^cos^).! ou ), 

Vsin/Ô 

et celle du système actuel prendront celle-ci , 



(.6) «r (?) • «r' (^) 



cos/ô 

ou 1^ 
sin/Ô 



ou bien, à l'aide des coordonnées thermométriques (65 j3, y), 



cos/0 



(27) ( ou .«<•>•).$(») (,écy). 

sin/Ô ' ^ ^^' 
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La forme (26), rapprochée de (sS), résume, de la manière 
la plus simple, les liaisons ou la dépendance qui existent 
entre la sphère et rellipsoïde de révolution planétaire. 
I.a forme (27), rangeant les trois facteurs dans Tordre 
adopté pour les paramètres thermométriques du système 
général, est une première indication des fonctions iso- 
thermes de ce système. 
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DIX- SEPTIEME LEÇON. 

ù 

T>as de rdlipsoïde ovaire. — Nouvelle coïncidence des facteurs du terme 
simple avec la fonction P(/a). — Comparaison avec l'ellipsoïde plané- 
taire. — (Concordance et différences. — Origines de la fonclion P (/a). — 
Développements simples et composés. 



§ CLXXXÏI. 

LAS DE L'ELLIPSOÏDE OVAIRE. 

Exemple VI. — Le corps solide est un ellipsoïde de révo- 
lution ovaire^ ou dans lequel la distance des pôles est plus 
grande que le diamètre de l'équateur. Tous les points de la 
surface ont des températures fixes et diverses. Il faut trouver 
une fonction V qui exprime la température des points situés 
à l'intérieur. 

Soient r' le rayon de l'équateur et 2 r Taxe polaire. Si 

l'on prend cr=z^ r^ — r'* dans les équations et les formules 
des §§ 101 et 150, il s'agira de déterminer une fonction V 
de (a , t|;, y) : 1° qui vérifie Téquation aux diSerences pa«r- 
tielles 

d^\ d^\ .d^y 



dans laquelle v' et p^ sont les fonctions 

inverses des transcendantes 

.(3 a = c j — _=, 7 = <^ / ,—— 
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prises pour coordonnées ; 7? et qui se réduise à une fonction 
donnée F (a , 4*) , quand p' = r'^ ou quand y atteint la va- 

leur c r 'J- . 

c/r' pVp-' + C 

La fonction V étant composée d'une somme de termes 
simples , chaque terme simple U := PQR, produit de trois 
facteurs , P ne contenant que la coordonnée a , Q que ^ , 
R que y, doit vérifier l'équation (i) -, substituant à V le pro- 
duit PQR, et divisant parle même produit, celte équation 
devient 

Par les mêmes raisons que pour l'ellipsoïde précédent et 
pour la sphère, le facteur Q peut m'être que le sinus ou le 
cosinus d'un arc l^ , / étant essentiellement un nombre en- 
tier 5 alors il vérifiera l'équation 

et la fraction -—tt: peut être remplacée par la constante 

- — P dans l'équation (4) , qui se mettra sous la forme 

I d^l? I f/'R 

[i /» 

P d(x} R df 






Le premier membre ne pouvant contenir que la variable a, 
le second que y, leur valeur commune sera nécessairement 

une constante, et si on la désigne par -9 on aura 



^ 
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équations différentielles qne les facteurs P et R doivent vé- 
rifier. 

§ CLXXXIII. 

ÉQUATIONS DES NOUVEAUX FACTEURS. 

Si Ton prend respectivement , pour variables des facteurs 
P et R, les paramètres géométriques v' et p', les relations (3) 
donnant 



c' 



= vV^'— v'» 



d(x} ' dy 

dK 



et ces valeurs étant substituées dans les équations (5) , préa- 
lablement multipliées par c', on a, en développant, et 
changeant les signes de la prepiière, 

(t>) ' 

D'où il suit que , l'intégrale générale de la fonction P étant 
connue , il suffira d'y changer c* et — c* en même temps 
que v' en p', pour obtenir celle de la. fonction R. Mais les 
facteurs P et R du terme simple V ne peuvent être que des 
intégrales particulières : en effet, pour tout point du solide, 
situé sur l'axe de révolution du système coordonné, v' ou p' 
étant nul , et la température V devant y rester finie, les fac- 
teurs P et R doivent être des intégrales particulières qui ne 
deviennent pas infinies pour v'= o , p'= o. Ces intégrales, 
ainsi restreintes, et de la même manière, se correspondront, 
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et Fune se déduira de F autre, par les changements qni 
viennent d'être indiqués. 
Si maintenant on prend respectivement pour variables des 

facteurs P et R les paramètres géométriques v = ^c^ — i/", 

p= ^p^+ c* demi-axes polaires des surfaces conjuguées, 
les §§ 17 et 18 donnant 

/•" ^v r* dû 

il s'ensuit 

dV 

'^'^ = (^'-^') T. ' 

^7' ^^ ^ Jp 

«t les équations (5), multipliées par c', deviennent, en 
remplaçant dans les seconds membres i/* par c' — v*, p'* 
par p* — c*, et divisant par ces nouvelles valeurs , 

— ?; — = (c-ï^-* P' 

(7') 



'^(p— ')g 

dp 



=C-a-)«. 



OU bien, en développant et chassant les dénominateurs, 

d*P dV 

équations différentielles identiques, c'est-à-dire que leurs 
intégrales générales se composeront de la même manière, 
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l^une en v, Tautre en p , et il en sera de même de leurs inté- 
grales particulières admissibles , car elles ne peuvent être 
que les intégrales particulières correspondantes des équa- 
tions différentielles (6) dans lesquelles on substituerait res- 
pectivement sjc* — v* a t/, sjp^ — c* à p'. 

§ CLXXXIV. 

coïncidence avec la fonction P(p). 

De même que dans l'exemple précédent, le facteur R, 
pris de degré n relativement à la ligne p, doit se réduire à 
p" si = 0, ou si le système coordonné devient le sys- 
tème sphérique, et la seconde équation (7) étant alors 

^^^^ 
^ ~d' 
— - — t = A R , il faut nécessairement que la constante h soit 

de la forme w (« -}-i) , n étant un nombre entier. Substi- 
tuant cette valeur trouvée de h dans les équations (7) , et 

remplaçant dans la première - par jui, ces équations devien- 
nent 

dV 

(8) '' ^^ . 



= [T:r^-«(«+')]p. 



^ = [^-W- + "("+')]^- 



dû 
De là résulte encore que le facteur P, exprimé en ja = - > 

sera la fonction Pj"^(io) du § 465 relatif à la sphère; car il 

est aisé de constater que toutes les conditions imposées au 
sinus de la latitude sont applicables sans exception au rap- 
port— 



i 
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II résulte de cette coïncidence que les facteurs P et R de 
l'exemple actuel, ou les intégrales particulières admissi- 
bles des équations (7) , seront 

(9) p=pr^(^)' ^=pr(^)- 

Rappelons que, d'après les §§ 17 et 18, les fonctions 
inverses des paramètres thermométriques , prises ici pour 
variables , ont les valeurs 



(10) 



U E(a) c V \cj E(a^ 

(f=^, d'où ^:=JWI'.=-±-. 

\c 6(7) c V V/ ^(1) 



§ CLXXXV. 

EXPRESSION DE LA TEMPÉRATURE. 
D'après la forme de la fonction P^'*^ l'introduction de 

- au lieu de la variable, et le changement de signe de 

^^ « 

I I — ( - I 1, donneront pour R une fonction réelle de p, 

que nous désignerons par cH' (p), multipliée par un facteur 

constant qui sera ziz i , dt \ — i suivant les parités des en- 
tiers / et « , et qui peut être réuni au coefficient arbitraire 
du terme simple. Empruntant un autre facteur constant au 

même coefficient , on peut prendre R = ^^"^ ? afin que R 

se réduise à l'unité pour p = r, ou sur la surface du corps 
solide proposé. 

Au lieu de - = -V-r ' variable de la fonction P^"^ qui 
f E(a) / 1 



I 
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exprime le facteur P, on peut écrire fx^ et puisque le para- 
mètre géométrique v varie de — c à -h c, sur les ellipsoïdes 
actuels (la coordonnée thermomélrique a variant de — oo 

^ "1- ^ 5 § ^01), les limites de (x = - seront — i et ■+■ i. 



comme pour la sphère. 

La fonction V cherchée se présentera donc sous la forme 



n=:QO 



n=l 

et la fonction donnée F, exprimée en ^ et en 

étant développée par la formule (ai) du § 168, il faudra et 

il sufQra que les constantes G^'*\ H^"^ aient les valeurs (20) 

du § 167, pour que V(iï) satisfasse à la dernière condi- 
tion. 

Les coefficients étant ainsi déterminés , cette double sé- 
rie (11) pourra être groupée de cette autre manière 

(..) vJf [!%;'> co«/++ h;-' sin/,|,)5;iLjpr>Q], 

le facteur en p étant placé sous le second sigma, comme 
changeant à la fois avec / et avec n , ainsi que P)" ( - ) • 
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§ CLXXXVI. 
DOUBLE FORME DES FACTEURS. 

Etudions encore la composition du terme simple , dans 
ce second exemple d'un corps solide de forme ellipsoïdale. 
Puisque tout facteur constant des fonctions P et R peut 
rentrer dans le coefficient arbitraire du terme simple , ou 
en provenir, les développements des valeurs (9) peuvent 
s'écrire ainsi : 



l p = c2 ~ V») M v"--' — ^ ' c' v"-^--2-h ... h 

{i3) ) *- al^Aî-ij J 



Si Ton y remplace v par v^c* — v'*, p par \/p'* ■+■ c', les va- 
leurs (i3)j ainsi transformées en v' et p', seront nécessai- 
rement les intégrales particulières , admissibles et corres- 
pondantes des équations différentielles (6). Il suffit donc 
de chercher la première qui devra reproduire la seconde, à 
un facteur constant près, en y changeant à la fois -f- c* en 
— c*, et v' en p'. 

j 

Dans la transformée de P, le facteur (c* — v')'"^ sera 
remplacé par v". Si /i — / est pair, la parenthèse (multi- 
pliée par — I s'il est nécessaire) sera un polynôme com- 

plet de degré en v", et confoimément à la première 

loi des coefficients du § 176, qui s'applique ici sans aucune 



■^ 
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modification , P et, par suite, R seront de la forme 



P = v'« — 



2 19 "^^ 



(i4) { 2(2/1-1) ^ >' 

R = p"» + -^-JZ . c^ p'«-2 -4. . . . + f .c"-'p". 

2 (2« — I^ ^ ^ ' 

Si w — / est impair, la parenthèse sera le produit de 

- » 

=t V'c' — v" par un polynôme complet de degré ~" "" ' 

en v", et d'après la seconde loi des coefficients du § 176, 
P et, par suite, R auront cette autre forme: 

(,5)( L 2(2/1-1) J 

' L*^ 2(2/2 — J 

f et {' étant les fractions terminales que les lois des coeffi- 
cients donnent sans peine 5 v et p remplaçant les deux radi- 
caux s/c^ — v" et v/jô^*H-c^, enfin le facteur sj — i, que les 
changements de — c* en -f- c' et de v' en p' dans la première 
(i5) introduisent dans la seconde, étant renvoyé au coef- 
ficient arbitraire. 

§ CLXXXVII. 

COMPOSITION DES FACTEURS. 

Si, dans les premières expressions (i3), on remplace les 
facteurs des parenthèses par v" et /)", les groupes de va- 
leurs (i3) et (i4) ou (i5) seront des polynômes rationnels de 
d^ré n, des paramètres géométriques v et v' pour P, p et p' 
pour R, ou des axes des surfaces orthogonales conjuguées.. 
Autrement, si Ton divise ces valeurs par c", elles deviennent^ 
des fonctions algébriques, entières et rationnelles, Aor 
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degré n , des fonctions inverses 

-=— - — ^ et — = - r dexpoarP, 

^=7-^ et '-=-r^- de7poarR. 

Le nombre des termes simples distincts qae coo^rend le 
sigma limité relatif à /. dans la dooUe série Y (1^)1 est 
2 n + 1 , comme pour la sphère. On peot donc dire que, dans 
le système des coordonnées ( a, :{i , y ) de l'ellipsoïde OTaire, à 
chaque Tâlenr de rentier n correspondent in-{-\ fonc- 
tions isothermes de la forme PR cos 1'!^. on PR sin /^ ; les 
facteurs P et R étant des fonctions algébricpes j entières et 
rationnelles , toutes de degré n , et composées de la même 
manière dans charpie fonction isotherme, à Taide des deux 
fonctions inverses de a pour P, de y pour R. 

De plus, dans chaque fonction isotherme, le groupe des 
facteurs P et R peut se mettre sous deux formes différentes : 
par la première (i3) , que suppose Fénoncé précédent, les 
deux polynômes sont directement identiques ; par la se- 
conde (14) ou (i5), leur identité est indirecte. Pour Tellip- 
soïde ovaire, c^est la forme par laquelle Tidentité est di- 
recte qui coïncide avec la fonction PJ*' delà sphère. 

§ CLxxxvm. 

RAPPROCHEMENT DES DEUX ELLIPSOÏDES. 

En comparant les polynômes P et R , de Tune et Fautre 
forme appartenant aux deux systèmes d'ellipsoïdes de révo- 
lution , planétaire et ovaire^ on voit : i^ que les polynômes 
Pont une composition directement identique, à Faidedu 
demi-axe polaire et du demi-axe équatorial , qui sont W et / 
pour l'hyperboloïde de révolution à une nappe, v et v' pour 



\ 
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Thyperboloïde de révolution à deux nappes ; 2*^ que les po- 
lynômes R ont une composition indirectement identique, 
à Taide de la demi-distance des pôles et du rayon de Té- 
quateur, qui sont p' et p pour l'ellipsoïde planétaire, p et p' 
pour l'ellipsoïde ovaire. 

Si, comparant encore les deux systèmes, on rapproche 
les formes du groupe (P, R) par lesquelles l'identité est di- 
recte, et qui soitt (19) ou (20), §176, poui l'ellipsoïde 
planétaire, {i3), §186, pour l'ellipsoïde ovaire; elles se 
distingu(;nt en ce que l'expression est double dans le pre- 
mier cas et simple dans le second*, mais cette distinction 
n'est qu'apparente. En effet, les valeurs (i3) peuvent être 
écrites d'une autre manière. Si l'entier /est pair, les fac- 
teurs des parenthèses sont rationnels, et multipliant par 
ces facteurs développés, P et R se présenteront sous la 
forme de polynômes identiques de degré /i, en v pour P, 
en p pour R (après avoir changé, s'il est nécessaire, le signe 
du premier polynôme). Mais , si / est impair, la fusion ne 
peut être complète, il restera en dehors les radicaux 

^c*— rv* et Vf' — c* qu'on remplacera par v'et p', et les 
parenthèses seront des polynômes identiques de degré 
(« — i) (avec ou sans changement de signe). 

Les valeurs (i 3) étant ainsi doublement exprimées, on 
peut dire que , dans les deux systèmes , la forme directement 
identique est, soit un polynôme de degré n dont la variable 
est le premier axe, c'est-à-dire X, ou v, ou p, soit un poly- 
nôme de degré n — i de la même variable multiplié par le 
second axe V, ou v', ou p', conséquence importante pour la 
recherche définitive qui fera l'objet delà leçon suivante. 

• 

§ CLXXXIX. 

RÉSUMÉ SIMPLE. 

Rappelant maintenant la double forme de la fonction 

.18 



2^4 LEÇOKS 

P(fi) relative à la sphère, établie au ^ 180, et adoptant la 
notation (23) de ce paragraphe, si <f représente la latitude 
et <p la longitude, les 2 n -h i fonctions isothermes du sys- 
tème sphérique auront la forme 



(••) 



(cos/4»\ 
ou ) 
sin /^ / 



(.6) f. PJ" (sin ?) 



et celles du second système ellipsoïdal prendront celle-ci 



(.,) p';' (0 ■ '!•' (;) 




ou bien, à l'aide des coordonnées thermométriques {x-i^^y)f 



(.8) 






forme qui résume, de la manière la plus simple , la dépen- 
dance qui existe entre la sphère et Tellipsoïde de révolu- 
tion ovaire , et , en outre , les différences caractéristiques 
qui séparent ce second ellipsoïde du premier. 



§ CXC. 
ORIGINES DE LA FONCTION P(p). 

On voit , par tous ces rapprochements , que la forme 

9j {x) reproduit, avec Tidentité directe, les facteurs P 

et R de chacune des 2 n -h i fonctions isothermes de degré w, 
dans le système de l'ellipsoïde planétaire, et que c'est la 
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forme P^ (x) qui jouit de la même propriété, dans le sys- 
tème de l'ellipsoïde ovaire. On doit regarder chacune de 
ces deux formes comme appartenant en propre à Tellip^ 
solde qui l'emploie ; c'est son origine naturelle. La sphère 
n'est intervenue que par la merveilleuse propriété qu elle 
possède d'être â la fois la limite de tous les systèmes ellip- 
soïdaux, quel que soit leur module, ou d'être réellement 
comprise dans tous, comme l'indiquent si nettement les coor- 
données sphériques générales du § 103 •, faculté précieuse^ 
qui nous servira pour étudier le cas général. 

§ CXCI. 

% 

CLASSEMENT DES DÉVELOPPEMENTS. 

Les facteurs isolés d'une seule variable , pris dans la suite 
des fonctions isothermes de tous les degrés , appartenant à 
un même système de coordonnées^ sont-ils toujours capables 
de former des séries simples, développant une fonction 
donnée de cette variable ? Poiir cette question générale il 
n'exista encore que des réponses particulières. Les six 
'exemples que nous avons traités ne conduisent en réalité 
qu'à deux séries sim pies de cette nature. La première pro- 
vient de la suite des fonctions isothermes des coordonnées 
rectilignes, qui donne le développement d'une fonction 
d'une seule variable en série de sinus et cosinus^ d'où l'on 
déduit les développements composés , en séries multiples , 
des fonctions de plusieurs variables, comme dans l'exem- 
ple m. La seconde appartient aux systèmes coordonnés 
des ellipsoikdes planétaire et ovaire, qui donnent le déve- 
loppement d'une fonction d'une seule variable en série 

('») («) 

des fonctions 9^ ou P^ ayant toutes le même indice /. La 

formule (21) , § 168, établie dans l'exemple de la sphère, 

i8. 
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n'est qu'un développement multiple , composé des deux 
genres de développements simples qui viennent d'être dé- 
finis. Le second genre diffère essentiellement du premier, 
car, lors' même qu'il s'agit de la sphère, la fonction P (/x) 
ne peut être réduite en sinus ou cosinus d^arcs multiples. 
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DIX -HUITIEME LEÇON. 

Cas de Tellipsoïde à trois axes in^aux. — Méthode de recherche des facteurs 
du terme simple. — Identité de forme des trois facteurs. — Formes des 
fonctions isothermes en (A^-, B^-, G^.). — Comparaison des fonctions iso- 
thermes des diTcrs systèmes coordonnés. 



§ CXCII. 

CAS DE L'ELLIPSOÏDE A TROIS AXES. 

Exemple VIL — Le corps solide est un ellipsoïde, dont 
les trois axes inégaux sont r, r^, r". Tous les points de sa 
surface ont des températures fixes et diverses. Il faut trouver 
une fonction Y qui exprime la température des points situés 
à l'intérieur. 

Si Ton prend 



ft = c/- = slr^^r'\ c = ^r» — /'% 

dans les formules des §§ 80 et 148, il s'agira de déterminer 
une fonction V de (a , |3 , y) : i^ qui vérifie l'équatibn aux 
dîfiérences partielles 

dans laquelle v^ fi^ p^ sont les fonctions 

(2) v=cA(a), fA = cA,(p), p=:cA,{7), 



/ 
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inverses des transcendantes 



y 



(3) 



prises pour coordonnées ^ 2*^ et qui se réduise à une fonction 
donnée F (a , (3) quand p == r, ou quand y atteint la valeur 

c r ^p 

Je ^?^=^V^-p^' 

La fonction V étant composée d'une somme] de termes 
simples, multipliés par des coeflBcients d'abord arbitraire», 
chaque terme sera une fonction isotherme , que les exemples 
précédents autorisent à mettre sous la forme d'un produit, 
U = NMR , le facteur N ne contenant que la variable a , M 
que|3,R que y. Ce produit éunt substitué à V, l'équa- 
tion (i) devient 

et doit être vérifiée. La fonction qui multiplie là différence 
(p* — fx*) ne peut contenir que la variable a , celle qui mul- 
tiplie (v* — p*) que j3, celle qui multiplie (/x* — v*) que y. 
Or les trois différences, qui sont symétriques, sont telles, que 
leur sonunc est nulle, et qu'elles donnent encore une somme 
nulle en les ajoutant après les avoir respectivement mul- 
pliées par v', fx*, p*, c'est-à-dire que l'on a identiquement 

(P'~ ?-') -H (v^- P') + (f*'- V') = O, 

{p'--p')v'H-(v'-p')f*'H-(ft'--vOp^=o, 
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d'où Ton conclut Fidentîté composée 

A et g étant deux constantes quelconques. 

§ CXCIII. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES FACTEURS. 
L'équation (4) sera donc vérifiée si l'on pose 



d^ 



dy 



?=H-^)«^ 



équatioits différentielles qu'il s'agit d'intégrer. 
Si l'on pose , pour simplifier, 

et que l'on prenne respectivement pour variables des facteurs 
N, M, Ries paramètres géométriques v, /ui, p, les relations (3) 
donnant 

^2N ^ ^ dv 

da^ ▼ ▼ ^y 

'^-^ = ^I?^b'>/^^' T^ ^> 

<^-^=^f-i>'>/7^ ^^ '- 

et ces valeurs étant développées, puis substituées dans les 



5 
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équations (6), préalablement multipliées par c', on a, en 
changeant les signes de la seconde, 

équations différentielles identiques. 



§ CXCIV. 

coïncidences et prévisions. 

Si b était nul, les facteurs M et R étant ceux, P et R , de 
Fellipsoïde planétaire^ la seconde et la troisième équa- 
tion (7) deviendraient les équations différentielles (7) du 
§ 173, parle changement de (x en X et de g en /*. Si b était 
égal à c , les facteurs N et R étant ceux , P et R , de l'ellip- 
soïde ovaire , la première et la troisième équation ( 5^) de- 
viendraient les équations différentielles (7 bis) du § 183 , 
par le changement de ^ en h — /*. Enfin si £ et c étaient 
nuls à la fois , le facteur R étant celui de la sphère , la troi- 
sième équation (7) deviendrait l'équation différentielle (4) 
du § 163 , en faisant gc^ = o , et A = n (w +1). Ces coïn- 
cidences entre les équations différentielles entraînent celles 
de leurs intégrales admissibles. 

D'après cela, comme pour les deux ellipsoïdes de révo- 
lution, les facteurs N, M, R pour Fellipsoïde actuel se com- 
poseront de la même manière, le premier en v, le second en 
/ji, le troisième en p^ De plus , la constante h qui a toujours 
la même forme [n (w +1) , où n entier] dans les trois cas 
particuliers et extrêmes de la sphère, de l'ellipsoïde plané- 
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taire , de Fellipsoïde ovaire , doit avoir cette forme dansi le 
cas gëDeral, et la constante gc*^ qui a des valeurs différentes 
dans les trois premiers cas , reste seule à déterminer. 

Ainsi , dans les équations ( 7 ) , la constante h est égale à 
n[n-+'i)y n étant un nombre entier. A chaque valeur de n 
doivent correspondre 2 w -+- 1 fonctions isothermes de la 
forme U = NMR. Comme pour les ellipsoïdes de révolu- 
tion, les facteurs N , M, R doivent être des fonctions algé- 
briques , entières et rationnelles de degré n , des trois axes 
V, v', y" de l'hyperboloïde à une nappe pour N, /ui, y!^ fi!' 
de l'hyperboloïde à deux nappes pour M , p, p', p'' de Fel- 
lipsoïde pour R. 

Conformément à la concordance signalée au § 188, ces 
fonctions doivent être directement identiques, et chacune 
d'elles sera , soit un polynôme de degré n ayant pour va- 
riable le premier axe, soit un polynôme de degré w — i 
de la même variable, multiplié, ou par le second axe, ou 
par le troisième , soit enfin un polynôme de degré n — 2 , 
toujours de la même variable, multiplié par le produit des 
deux derniers axes ; cette dernière catégorie complétant , 
comme on le verra, le groupe des 2/1 -h i fonctions iso- 
thermes. Il s'agit de constater que ces prévisions et ces ana- 
logies se réalisent sur tous les points. 

§ cxcv. 

MÉTHODE DE RECHERCHE. PREMIERS FACTEURS. 

D'après l'identité de forme des trois facteurs, il suffit de 
considérer un seul d'entre eux. Adoptons Rj la troi- 
sième équation (j'), en remplaçant h par n[n-\-i)^ et 
posant gc* := pz, est 
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Celte équation doit admettre des valeurs particulières ayant 
la forme du polynôme 

(q) 

^ 4- ^^, p"-»^ 4- k^x p— "+'+ it, p^" 4- . . . . 

Cherchons queUe doit être la loi des coefficients kj pour que 
ce polynôme (9), substitué dans Téquation (8), la rende 
identique. Faisant cette substitution, on reconnaît d'abord 
que le premier terme, qui est en p""*"', disparaît de lui- 
même d'après la valeur choisie pour A, et on trouve sans 
peine que les termes contenant p avec l'exposant (n — 25+2) 
se réunissent avec le coefficient 

— 2j(2/l-f- 1 — 2J)X-, 4-/?[z — (/l — 2^4- 2)*]X*,_, 



Egalant cette somme à zéro , on aura 

25(2/14-1 — 2s)Ât=:p[z — (n — 2*4- 2)']/-,_i 

-h y (/I — 25 -t- 4) ('» — 2i 4- 3) ks^i 

pour la loi cherchée. 

On déduit de cette loi , en faisant successivement 5=1, 
2, 3,..., dans l'équation (10), et observant que Ar© = i et 
queAr_,, S_,, n'existent pas, les relations suivantes : 

2(2/1 — 1 )/•,=:/?(« — «*), 

4(2/1— 3)^i=p[z — {/l— 2)»]^, 4-^./«(/2— l), 

(il) ^6(2/î— 5)^3=/'[z— (« — 4)T^74-y.(/î — 2)(/î— 3)*„ 
i8(2/i — 7)^4=/^[a^-(« — 6)»]Â3-hy.(/i-.4)(/i-.5)^„ 

La première donnera k^ qui sera du premier degré en z 5 
cette valeur, substituée dans la seconde relation donnera kt 
qui sera du second degré en z ] ces deux premières valeurs , 
substituées dans la troisième relation, donneront kt qui 
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sera du troisième degré en z ^ et ainsi de suite. Tout coeffi- 
cient ks sera donc du degré s en z. 

Mais la série (9) doit être essentiellement limitée ; il faut 
donc que les coefficients hs s'annulent tous à partir d'une cer- 
taine valeur de s. Cela aura lieu, si l'on peut faire en sorte 
que deux coefficients. consécutifs soient nuls, car, en vertu 
de la loi (10) , si A^^i et /r,_, sont nuls , A, le sera , ainsi que 
tous ceux qui le suivent; ce qui donne deux conditions à 
remplir, et l'on ne peut disposer pour cela que d'une seule 
indéterminée qui est z. Or la relation (10), qui est à trgis 
termes, se réduit à deux termes seuleuLent quand s égale, ou 

->> ou 5 puisque alors le dernier terme du second 

membre s'annule, quel que soit /r,.f ; l'une de ces deux 
valeurs de s est entière, ce sera la première si l'entier n est 
pair, la seconde s'il est impair. 

Dans l'un où dans l'autre cas, soit œ la valeur entière 
de s qui jouit de la propriété de faire disparaître le coeffi- 
cient de A(r_t , dans l'équation générale (10) ; cette relation 
donnera alors h^ en A-^_i seulement, et il suffira que h^^i 
soit nul, pour que h^ le soit. Posant donc À-<y_i = o, on aurai 
une équation du degré rj — i en z, et l'une quelconque des 
racines de cette équation jouira de la propriété de limiter 
le polynôme (9) à un nombre a — i de termes. Il sera dé- 
montré que toutes les racines de l'équation h^^i = o sont 
réelles. 

Lorsque n est pair et égal à 2ï, œ = — r-± = z-f- 2 , et 

cr — I = / -I- 1 5 Téquation en z est du degré i -h i ; le poly- 
nôme (9) ne contient que des puissances paires, et son 
dernier terme hi est constant. Lorsque n est impair, et égal 

à 2/-+-1, (7 = z=j-\~2^ et (7 — 1 = ;-|- 1 5 l'équation 

en z est du degré y -f- 1 ; le polynôme (9) ne contient que 
des puissances impaires, et son dernier terme est kjp. 
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§ CXCVI. 

DEUXIÈMES FACTEURS. 

L'équation différenlielle (8) doit admettre des valeurs 
particulières ayant la forme 

(12) R = p'êi, 

où ^ est 

"^ ^i-2 P"""^"*"* "+" ^Li p'*""'*"' -4- A^ p«-^* 4- 

On obtient l'équation di fférentielle que le polynôme ^ doi t vé- 

rifier, en remplaçant, dans l'équation (8),RP^'' ^P* — A' -^5 
ce qui donne , par des calculs et des réductions faciles , 

-f-[/?Z— C^— (/î— l)(/H-2)p»]«^ = 0. 

Substituant le polynôme ^, on constate d'abord que le pre- 
mier terme, qui est en p""^*, disparait de lui-même; réunis- 
sant ensuite les termes en p"~''+*, et égalant leur coeffi- 
cient total à zéro, on a 

I y,[s _ (« _ af - i)']- c»{2« — 4«+ 3) j*;_, 
(i3) 

4- q{n — 2J-+-3)(/î — 2 5-h2)^^_^= 2* (2/1 -h I — 2j)X-^» 

pour la loi des coefficients fc^, qui donnera une suite de re- 
lations semblables à celles du tableau (i i), et d'où l'on con- 
clura pareillement que A^ est du degré 5 en ^. 
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La limitation dû polynôme Si s obtient en faisant , dans 

(i3)* s égal à œ', a' étant L±2 si n est pair, et ^ "^ si n 

est impair; cette valeur faisant disparaître le terme en 
*ff'— a» T^®^ que soit ce coefficient, l'équation (i3) donnera 
k'^, enA'^,^, seulement, et il suffira de poser Z^^/^., = o, 

pour que %'^, soit nul, ainsi que tous les coefficients sui- 
vants. On aura ainsi une équation en z du degré cr' — i dont 
une quelconque des racines jouira de la propriété de limi- 
ter à œ' — I le nombre des termes du polynôme ^ (la). Les 
facteurs du premier degré en z qui multiplient kj^^ et /ir^__ ^ 

dans les deux valeurs générales (lo) et (i3) , étant très-dif- 
férents , la nouvelle équation en z sera autre que la pre- 
mière. 

Lorsque n est pair et égal a 21, a'= = i 4- i et 

c' — I = 1*9 la seconde équation en z est de degré 1 ; le po- 
lynôme Si ne contient que des puissances impaires, et son 

dernier terme est /rj_jp. Lorsque «est impair et égal à 2/-+-!, 
•' — = 74- a, etcr' — i=:/4-i5 la seconde équation 



cr' = 



en z est de degré 74-1; le polynôme Si ne contient que 
des puissances paires , et son dernier terme kj est constant. 

§ CXCVII. 

TROISIÈMES ET QUATRIÈMES FACTEURS. 

L'équation différentielle (8) doit pareillement admettre 
des valeurs particulières ayant la forme 

{i4) K = p''Si=^f'=^{p^^^A\ p-»H- r,p»-»4-. . .). 
On reconnaît, comme pour la forme (12) et par le simple 
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cliangement de 4 en c et de c en A , q^'îl existera i valeurs 
de cette forme quand n = at , / -H i quand n = 27 4*i • et 
que ces valeurs correspondront aux racines, en même nom- 
bre, d'une troisième équation en z, V ^_^z=. o, différente 
des deux premières. 

Enfin Téquation différentielle (8) admet encore des va- 
leurs de la forme 

(i5) R = P>^T, 

où T est 

On obtient Téquation différentielle que le polynôme T doit 
vérifier en remplaçant, dans Téquation (8), B par le produit 
^p« — b* ^/o* — c'T, ce qui donne 

H- b (« - - (« - 2) (/i -+- 3) p»]T = o. 

Substituant le polynôme T, on constate la disparition du 
premier terme , et réunissant les termes en p""'*, on arrive 
à la loi des coefficients 

g I 25(2/14-1— aj)^,=7?[(z—ï)-~(/t—2^)(/l—2*+2)]^,_, 
I +y'(/l — 2J-f-2) (« 25-f.l)/-,_„ 

d'où une nouvelle suite de relations donnant Is, du degré 5 
en z. 

La limitation du polynôme T s'obtient en donnant à 5, 

dans l'équation (16) , la valeur S égale à si /» est pair, 

, n -+• I . . . , 

il SI n est impair, et en prenant pour z une quel- 

conque des racines de l'équation Ag_ =0, différente des 
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trois équations précédemment obtenues. Lorsque n=^ 2i\ 

S = = z -4- I et S — 1 = 1, cette quatrième équation 

est de degré i\ le polynôme Test à puissances paires et son 
dernier terme A",_i est constant. Lorsque n= ay •+- i, 

S = ■— =y + 1 et s — 1=7» l'équation en z est de de- 

j* 

%véj\ le polynôme T esta puissances impaires et son der- 
nier terme est h/^ip- 

En résumé , quand Tentier n est pair et égal à ae , le fac- 
teur R peut avoir / -H i valeurs de la forme {9) , et z de 
chacune des trois formes (la); (i4) et (i5) , en tout 4<+ 1 
ou 2 n -h 1 5 quand n est impair et égal à 27 -h i , le facteur 
Rpeut avoir/ -h i valeurs de chacune des trois formes (9) , 
(12) et (i4)? et seulement/ de la forme (i5), en tout 4/ -f-3, 
ou encore 2w-f-i. Les prévisions du § 194 sont donc 
justifiées : pour chaque valeur de l'entier n, il existe 2 w -h i 
fonctions isothermes U=NMR, où les facteurs N, M, R 
ont les formes indiquées dans ce paragraphe. 

§ cxcvin. 

FORMES DES FONCTIONS ISOTHERMES. 

Il importe de remarquer qu'ayant donné p pour facteur 
à z dans l'équation primitive (8) , il résulte des lois ordi- 
naires de l'homogénéité que si l'on remplace b par cA, ce 
qui donne 

la ligne c disparaîtra des quatre équations en -2, en sorte que 
leurs coefficients ne contiendront plus que le mSdule A , et 
son complémentaire A', si l'on juge convenable de l'intro- 
duire pour simplifier ces coefGicients. Parla même raison, 
si l'on substitue dans les facteurs N, M^ R, à chaque para- 
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mètre géométrique , le produit de la ligne c par la fonction 
inverse (A,, B/, C.) correspondante, le produit U sera di* 
visible par c*"^ et renvoyant ce facteur au coefficient arbi- 
traire, chaque fonction isotherme ne contiendra plus aucune 
ligne, et sera totalement exprimée à Taide des (A., B„ Q) 
du module /r et de la racine z qui la particularise. 

Par cette transformation, si Ton indique généralement à 

Taide du symbole X^J un polynôme de degré y en A/, à 

puissances de même parité , et dont les coefficients restent 
les mêmes, quel que soit Tindice i de la fonction inverse, 
les 2 n + 1 fonctions isothermes de d^ré n se répartiront , 
comme il est dit plus haut , entre les quatre formes 

X(-). Jl.|"^. .\^^\ 



(17) 



BB| B, o^v*""'' . «^ • «^ » 



ce, Ca ji.c-"») . jir;""'^ ji.;"-"% 

BB. B, ce, Ca Ji.(-») . A»!—'^ . X^^'^ ' 



Autrement, les quatre formes générales des facteurs ad- 
mbsibles N , M, R (savoir : de N si Findice /est supprimé, 
de M si Tindice / est i, dé R s'il est 2) seront 

§ CXCIX. 

AVANTAGE DES A, SUR LES B„ Q. 

On pourrait pareillement exprimer ces diverses formes 
en introduisant les B, ou les Q au lieu des A/, dans des 

polynômes qu'on représenterait par les symboles ifeF^ F^''^- 
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Mais alors les mêmes polynômes correspondant aux trois in- 
dices I, ne seraient pas toujours directement identiques, et il 
faudrait indiquer ceux dont Fidentite ne serait qu'indirecte. 

L'emploi des polynômes X^'^ écartant cette complication 

dans les énoncés qui précèdent , il en résulte un avantage 
réel que les fonctions inverses A/ ont sur les Bi et les G,-. 
Toutefois, Pétude des autres énoncés pourrait conduire à 
des propriétés nouvelles des (A^-, B/,C/) ou des 2/i-f-i 
fonctions isothermes. 

sec. 

FONCTIONS ISOTHERMES COMPARÉES. 

Les recherches que nous avons dû faire dans le but de 
reconnaître et de définir les a/*-l-i fonctions isothermes 
du degré 7», appartenant au système des coordonnées ellip- 
tiques (a, (3, y), ont pris un tel développement, qu'il est 
impossible d'achever l'exemple actuel dans cette leçon. -Ter- 
minons-la par une comparaison des groupes de fonctions 
isothermes, appartenant à tous les systèmes de coordonnées 
que nous avons employés. 

Dans le système des coordonnées rectilignes ou du prisme 
rectangle, les fonctions isothermes sont données par l'ex- 
pression 



e(zv' 







C{zs/ 



Les deux premiers facteurs ont seuls la même forme , sans 
être cependant identiques par suite de la diversité de m et 
n. Toutefois, en désignant à la fois par Q(m) le sinus et 
le cosinus d'un arc m, on peut écrire ainsi la fonction iso- 

ï9 
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therme précédante. 

Q ( /w.r ) . Q (/îj) . Q( y/mM^. 3 \/^), 

et les trois facteurs sont ramenés au même type. Leur pro- 
duit contient deux constantes , qui entrent séparément dans 
les deux premiers facteurs , et se réunissent daus le troi- 
sième. 

Pour le système des.coordonnée$ sphériques , les fonctions 
isothermes ont l'expression suivante 

Ici les trois facteurs ont des formes différentes , et il parait 
impossible de les ramener au même type. Leur produit con- 
tient deux nombres constants, qui entrent séparément dans 
les deux facteurs extrêmes, et se réunissent dans celui du 
milieu. 

Pour les deux systèmes des ellipsoïdes de révolution , les 
fonctions isothermes ont les expressions 

^r'(lfê)«<'*)-r(^!)- . 

Dana chacune d'elles , un des trois facteurs a la forme type 
du prisme rectangle 5 lesdeux autresontune forme identique, 
qui rappelle la fonction P (fx). Leur produit contient deux 
nombres constants,' qui se réunissent de la même manière, 
dans les deux facteurs identiques, tandis que le troisième 
n'emploie qu'un seul de ces nombres. 

Enfin dans le système des coordonnées elliptiques , les 
fonctions isothermes s'expriment ainsi : 

^(A,B,C).#(A,,B,,C,).^(A,,B„CO. 
Les trois facteurs sont des polynômes identiques , qui réu- 



n 
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nisseat et emploient de la même manière deux nombres 
constants. 

S CCI. 

ORIGINE COMMUNE. 

Si Ton considère que cette dernière expression appartient 
à une infinité de systèmes coordonnés différents , corres- 
pondants à toutes les valeurs du module k, comprises entre 
o et I , tandis que le groupe des ellipsoïdes de révolution ne 
comprend que les deux cas particuliers aux limites de ce 
module, on peut dire que le système de Tellipsoïde à trois 
axes est la source naturelle de toutes les fonctions iso- 

■ 

thermes appartenant à des sphéroïdes; que ce type originel 
subit une première déformation dans les ellipsoïdes plané- 
taire et ovaire*, puis une seconde dans le système habituel 
des coordonnées sphériques, qui achève de faire disparaître 
toute symétrie, toute identité de composition, entre les 
facteurs d'une même fonction isotherme. 

Mais , dans ce système si déformé de la sphère , il reste 
encore une trace de filiation, la fonction P{(x), et cette trace 
nous a suffi pour reconstituer le système complet : pour 
retrouver d'abord deux facteurs de même forme dans les 
fonctions isothermes des ellipsoïdes de révolution, et recon- 
naître ensuite, par le rapprochement de ces nouveaux 
systèmes , la forme complètement symétrique des trois fac- 
teurs de toute fonction isotherme appartenant à l'ellipsoïde 
à trois axes inégaux. Je ne sais s'il existe, en mathématiques 
ou ailleurs , un exemple plus remarquable de cette marche 
ascendante , par laquelle on parvient à déduire le cas géné- 
ral d'un cas particulier. 

Remarquons enfin que les neuf fonctions inverses (A^, 
B,, C,), qui toutes résolvent les problèmes d'Euler, d'Abel, 
de Jacobi, à l'aide d'une seule formule pour chaque solu- 
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tion , ramèuent aussi à une forme unique les trois facteurs 
de chaque fonction isotherme du système des coordonnées 
elliptiquesi. Une faculté aussi constamment active, et dans 
la théorie, et dans les applications, donne à Fintroduction 
de ces fonctions un caractère plus important que celui d'une 
simple notation. Elle constate que ce sont bien là les véri- 
tables fonctions inverses des transcendantes elliptiques de 
première espèce, celles dont il était essentiel d'établir les 
propriétés. Toute autre peut servir, soit à lever quelque 
difficulté de détail, soit à établir un lien commode avec la 
méthode des quadratiu:*es -, mais ce n'est qu'une fonction in- 
verse intermédiaire, dont l'abandon est indispensable quand 
il s'agit d'énoncer les résultats obtenus. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 



Suite du cas de Tellipsoïde à trois axes. — Réalité des racines des équations 
en s. — Expression de la température par Iiuit ou par deux séries par- 
tielles. — Développement d'une fonction en série des (A^., B^ C,) • — Mou- 
Telle solution pour la spliére. 



§ CCII. 

PROPRIÉTÉ DES FACTEURS N ET M. 

Les fonctions isothermes de tous les degrés , qui appar- 
tiennent au système des coordonnées elliptiques (a , |3 , y), 
ont été reconnues et suffisamment définies dans la leçon pré- 
cédente. Il s'agit dans celle-ci de terminer l'exemple VII, 
c'est-à-dire de résoudre définitivement le problème général, 
énoncé au § 152, lorsque le corps solide a la forme d'un 
ellipsoïde à trois axes inégaux. Dans cette seconde partie 
d'un même exemple , afin de faciliter les renvois , au lieu de 
commencer une nouvelle suite de numéros d'ordre, pour 
les formules et les tableaux , nous prolongerons celle de la 
dernière séance. Commençons par un lemme important, 
sur lequel repose principalement la solution dont il s'agit. 

Les facteurs N, M (i8), de toute fonction isotherme (17), 
sont tels, qu'à chacune des deux limites zéro et tj de la 

variable a, Nou — est zéro, et qu'à chacune des deux li- 
mites zéro et n' de la variable S, M ou -rTrestnul. En effet, 

pour N, puisque A (o) =0, et que B (tj) == o, le tableau 
suivant qui contient les quatre formes de la fonction et celles 
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de sa dérivëe , constate cette pro^pricté : 



. N 



cl.(«) , 




B <A,(«-), — CA x^«-»> + B^c — Ti — ; 

«A 



C,l,("-0, — BAX(»-'>-f-C^B '^"Vr' î 

a A 

BC<A>(«-^), — (B»-f-C»)A.Jl,(«-2)+B2C»-:i5 

«A 

Quand a == cr , le facteur B annule N dans la seconde et la 
quatrième formes , — dans la première et la troisième ; 
quand a r= o, le facteur A annule N dan» la seconde et la 
troisième formes, -=— dans les deux autres , si Tentier n est 

au 

pair^ rinverse a lieu si n est impair. Pour la fonction M^ 
puisque Bi (o) = o , et que Ci (o') =0, la propriété énon- 
cée est pareillement constatée par ce second tableau : 



(n) r, n ^«^t 



(») 






Bfl (n-0 r A B ("-O^. r n» ^"^l . 

CiJlo » B|A,Jlo -|-B|C, -r-7 — 7 

I , aA, 



• 



B|GioAo| 9 



Aux deux limites, le facteur Bi Ci annule M dans la qua- 
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trième forme, et --rr dans la première; quand j3 = o, le 

dp 

facteur Bi annule M dans la seconde forme et -;- dans la 

dp 

troisième', quand /3 = t7^ le fsfcteur Ci annule M dans la 

troisième forme et -rr- dans la seconde. 

dp 

D'après le lemme qui précède, si Ton désigne par N et 
N\ ou par M et M^ deux facteurs différents M ou M, appar- 
tenant à la même forme et à deux valeurs de n de même pa- 

rite, 1 expression (^N — -N - j , ou(^M^-M'-j, 

s'évanouira aux deux limites zéro et gf ou cr', de a ou de /3. 



§ CCIIT, 

RÉALITÉ DES RACINES s. 

Dans ce théorème, les facteurs N et N', ou M et M', peu- 
vent appartenir à la même valeur de n et correspondre -à 
des racines différentes de la même équation en z. De là ré- 
sulte nécessairement que toutes les racines des équations 
en z sont réelles. En effet, supposons qu'une quelconque 

de ces équations ait une racine égale à Ç + (^' v' — ^t ^ ^^^ 
étant réels, le facteur N correspondant sera de là forme 

X4.XV — 19 ^ ^'^ d^' étant de nouveaux polynômes en 
(A, B, C) dont les coefficients sont réels. Mais l'exis- 
tence de la racine g H- Ç' V*--î exige celle de sa conjuguée 
^ — ^ ^ — I , car les coefficients de toutes les équations en z 
sont essentiellement réels ; à cette seconde racine corres- 
pondra un nouveau facteur N' égal à 5X> — 5'C»' ^ — i . Si Ton 
substitue les deux valeurs 5^ + X' ^ — 1 et X — DX» V — * • 

N et N' dans l'expression (N -^ N' — j qui s'évanouit 



•1 
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aux deux limites de oc, , elle devient 



{-■■'-Ê-^'-m^'- 



diOVL il suit que l'expression ( 3^'-^ *f^ -^ — ) doit aussi 

être nulle pour a = o et pour a = C7. 

Cela posé , la valeur N = X -f- 5'C»' ^ — i doit vérifier la 
première équation différentielle (6), où Ton remplacera 

d'abord h par w (w -f-i) , - par A , g par ^ = (i-H A*) z, 
pour y poser ensuite ^ = ^ -f- Ç' ^ — i ; on doit donc avoir 



changeant le signe de ^ — i, on aura Féquation que doit 
vérifier Wj et ajoutant, puis retranchant les deux équations, 
il viendra séparément 

-^ = [„(;!+,) A»- (1+ ^»)Ç]X + (1+ k') Ç' JG% 

d'où l'on conclut par l'élimination du binôme en A^ 

X' -^^ — X -^^ = (i -h^») Ç' (X» -h 5^"» ). 

Or, si l'on multiplie cette équation par da , et qu'on in- 
tègre entre a =? o et a := C7 , le premier membre s'é- 
vanouira, car son int^rale indéfinie f^lî»'— r- — 3fi^ ) 

\ doL doL J 

est nulle aux deux limites, comme on vient de l'établir, on 
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aurait donc 

condition impossible, si ^ n'est pas zéro, car Tintégrale 
définie, dont les éléments sont essentiellement positifs , ne 
saurait être nulle. Ainsi les équations en z n'ont pas de ra- 
cines imaginaires. 

§ CCIV. 

FORME DE LA FONCTION V. 

Il s^agit maintenant de composer la fonction V. Les quatre 
formes (17) des fonctions isotKermes de degré n, ou du 
terme simple , étant symétriques par rapport aux trois in- 
dices des fonctions inverses, on peut les écrire ainsi : 

(19) nxC"), nBXC-o, ncx("-'>, nBCji,(«-^), 

le symbole II indiquant le produit de trois facteurs poly- 
nômes composés de la même manière, le premier en 
(A, B, C), le second en (Ai, Bi, Ci), le troisième en 
(As, Bs, Gs). Alors, séparant les groupes de termes qui 
correspondent aux valeurs paires 2 i et aux valeurs impaires 
2jf-M de l'entier w, la fonction V se composera de huit 
séries partielles , et Ton aura 

(20) V = 

SGn xc»') + SKnBxtV) H- SHno^(v+o 4- SLnBji,(»^o 
+ sgncx(v) +. ss)cnCBx(^'-')4- s^ncxcf'-o^. s^^nCBx^v-'), 

chaque sommation S s'étendant à un nombre infini de va- 
leurs de n, et au nombre limité de racines z qui corres- 
pondent à ces valeurs. Par rapport à la coordonnée y, les 
quatre séries de la première ligne sont des fonctions 
paires, celles de la seconde sont des fonctions impaires, 
car la fonction inverse Cs est facteur dans tous leurs termes. 
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Relalivement à la cooi*donnéc a , les deux premières séries 
de chaque ligne soDt des fonctions paires, les deux der- 
nières sont impaires, parle facteur Â. Enfin, relativement 
à la coordonnée (3, la première et la troisième série de 
chaque ligne sont des fonctions paires, la seconde et la 
quatrième sont impaires, par le facteur Bj. 

§ CCV. 
ÉQUATIONS A LA SURFACE. 

La dernière condition du problème proposé exige que la 
série totale (20) se réduise'à une fonction donnée des coor- 
données a et P, quand p = r, ou quand 7 atteint la valeur 

70 = c / , , Cette fonction donnée est né- 

cessairement double, ou composée de deux fonctions sim- 
ples, qui peuvent être très-différentes : Tune F (a, p) re- 
présente les températures fixes , à la surface de Thémi-ellip- 
soïde supérieur ) ou correspondant à la valeur positive + /o 
de la coordonnée y , Fautre J (a , |3) représente les tempé-^ 
ratures fixes, à la surface de Thémi-ellipsoïde inférieur, 
ou correspondant à la valeur négative — 70 àe la coor- 
donnée y. Ainsi V(2o) doit se réduire à F(a,P) pour 
y = -h yo , et à J (a , (3) pour y = — y© 5 d'où l'on conclut 
aisément que la première ligné (20) doit se réduire à 

et la seconde ligne à 

^ ' 2 

quand la transcendante y devient yo- On a donc à établir les 



■% 
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deux identités 

(23) f(«,P) = 

SGn'jcco 4- SKn'B JU(V*)4^ SHn'Jl,(v+0-+- sLn'Bx("-o, 

où chaque produit II' ne contient plus que deux facteurs 
Tun en a , Pautre en (3 ] le facteur en y^ devenu constant en 
70 9 étant maintenant compris dans le coefficient, quUl faudra 
conséquemment diviser par ce facteur constant, avant de 
substituer sa valeur trouvée dans V (20). 

§ CCVI. 

ISOLEMENT DES SÉRIES PARTIELLES. 

On j;>eut isoler chacune des séries partielles {^^)i de la 
manière suivante : ^ (^ 9 P) étant une fonction de a et j3 , 
donnant aux variables des valeurs positivés, comprises 
entre o et t7 pour a, entre o et cj' poUr |3, soit posé 

(24) ( ^(«>-P) = ^», 

S{ — a, P) = ^s, 
^(— a, — p) = ^4. 

Si ^ est F, OU J, les F/, ouïes J,-, représentent les tempé- 
ratures fixes aux différents points des quatre triangles curvi- 
lignes, découpés sur la surface de l'hémi -ellipsoïde supé- 
rieur, ou inférieur, par les plans des sections principales ^ 
températures qui sont directement données en fonction des 
valeurs absolues des paramètres thermométriques a et ^. 
Si # est f , ouf y les f,- , ou les // , seront respectivement le» 

demi-sommes -^ -S ou les demi-différences • ''^ S de 

2 2 

ces températures fixes et données. 



f 
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Si Ton considère maintenant la fonction ^, comme étant 
composée de quatre parties : la première paire en a et en j3, 
la seconde paire en a impaire en |3 , la troisième impaire 
en a paire en (3, enfin la quatrième impaire en a et en |3 ; 
ces quatre parties, exprimées par les ^/ (24) seront 

:#, -f- ^I -h ^S -h ^4 



(25) 



ir 


4 


-S. 


^. 


4 


■rf. 


.*.- 


4 


■i. 



Si ^ est fou/*, ces expressions ( 25 ) seront les quatre parties 
de la fonction f , ou/*, et il suffira que les quatre sérj^ par- 
tielles de la première ligne (23), ou de la seconde, soient 
respectivement égales k ces expressions , entre les limites , 
o et G7 de a , o et es' de ]3, pour que leur somme soit le 
développement de la fonction f (a , (3), ou/* (a , P). 

La détermination de la série générale V (20) est ainsi ra- 
menée à celle des coefficients de huit développements de la 
forme 



n = oo 



(26) 2(2^-"'n'*)=*(«'P)' 



n = o 



OÙ le premier membre est l'une quelconque des séries par- 
tielles ( 23 ) : chaque produit II ' étant remplacé par ses deux 
facteurs , N. en a , M en |3 ; le double indice , donné au 
coefficient F, indiquant la valeur de 7», et la racine -z , qui 
particularisent le terme que multiplie ce coefficient; leprer 
mier sigma embrassant tous les entiers pairs , ou tous les 
entiers impairs , compris entre zéro et l'infini •, le sigma su- 
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bordonné comprenant un nombre limité de termes, égal 
au degré d'une seule des quatre équations en z qui corres- 
pondent à chaque valeur de n. 

§ ccvii: 

THÉORÈME FONDAMENTAL. 

Dans le dé veloppement partiel ( 26) , quel qu'il soit parmi 
les huit, tous les groupes NM, ainsi que la fonction 4>, ont 
la même parité en a , et la même parité en |3 *, la propriété 
signalée à la fin du § 202 , est donc applicable à deux fac- 
teurs quelconques N et N', ou Met M', pris au hasard dans 
les termes du premier membre. De là résulte un théorème 
général, applicable aux huit développements partiels, et 
que Ton peut démontrer, sans spécifier celui d'entre eux 
que désigne Téquation (26). 

Soient NMet N'M', deux termes différents de la série (26), 
n et w', les valeurs de l'entier », z et jz', celles de la constante 
z qui leur correspondent -, les polynômes N, M , N', M', vé- 
rifieront les quatre équations différentielles 

'^'5 = [«(,î-hi)A'-(H-/M2]N, . 



a* . 






rfpî 



= [(i-h^^)z — /i{/i4-i)AnM, 



. ^' = [(, + ^»)z' -«'(«'+,) A; ]M', 
données par les deux premières (6), et d'où l'on conclut 
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facilement 

a ai* ' dot} 

(, 4- ^^)[z^z') NN'— [/i(/î ^- i) — /i' (/i'-^ i)] A'NN', 

[«(« 4- ,) _ «'(;i'4. ,)] AJ MM' — (i -h ^')(« — «') MM'.* 

Or si Ton multiplie respectivement ces deux équations par 
da^ rf]3, et qu'on intègre entre les limites, o et crde a, 
o et i?' de |3 , les premiers membres, dont les intégrales in- 

nouissent aux limites, § 202, et Ton a 



A-a ' * /xr^^' i«/^N\ f^dVL' -,,-«. X w 

définies sont (N-- "7" ) M "Ta* ""'^ "^ ' * seya- 



it?) 



t/O 

=(i-hA-»)(z — z') r NN'€/a, 

(i4-^^)(« — «') / MM'£/p 

AjMM'^/p. 

Si aucun des deux facteurs [w (w 4- 1) — n' (n'-f-i) J^ 
(z — z')^ n'est nul, multipliant 4'une par Tautre les deux 
équations (27), membre à membre, réunissant ensuite les 
deux intégrales doubles dans le même membre, et divi- 
sant par le produit (H-A')[n («4-1) — n' (»'4-i)](« — z'), 
qui n'est pas nul par hypothèse , on aura 

(28) r r (a;— A»)MNM'N'r/ar/p = o. 
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les équations (27) donnent 

J/»CT Atar' 

I NlS'rfa=o, / MM'</p=:o, 

o ^ «/o 

d'où l'on conclut Tidentî té 

(29) f\^'da. n A]MWdf^^ j MM'rfp. f A^NN'r/a; 

c'esl-à-dîre encore l'équation (28). Enfin, s'il peut arriver 
que 2'=^ sans que [/i (n -f-i) — «'(/l'-f-i)] soit nul 
(c'est-à-dire que les équations en Zj correspondant à des 
valeurs différentes de n, aient des racines communes), les 
équations ( 27 ) donneront 

Jo t/o 

d'où l'on conclut encore l'identité (29) , ou l'équation (*i8). 
Ainsi, excepté dans le cas où »'= w, et z'z=. z, à la 
fois, l'équation (28) a lieu. 

§ CCVIII. 

DÉVELOPPEMENT PARTIEL. 

Le théorème important (28) permet d*isoler chaque 

coefficient F^"^ du développement (26) : on multipliera cette 

équation (26) par le facteur (A^ — ^ A') MNdoc d^ , et inté- 
grant entre les limites o et u de a , o et u' de (S, tous les 
termes du premier membre disparaîtront, d'après le théo- 
rème (28), à l'exception de celui qui correspond à l'entier n 
et à la racine z que Ton a choisis, et l'on aura 

f / *(a,p)(AÎ — A')NMrfarfp 

(3o) rW = '.2_J!^^ 

j j (Aî— A')N>MVarfp 



o,. 



^ 
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Transporlant aux facteurs N et M les indices de la con- 
stante, indiquant les variables et remplaçant a par S, |3 par 
^ sous les intégrales définies, on aura 

i'° /"♦ (6,4') [A; W-A»(9)] Ni»' (9) m['^ {+) dBd^ 






/° /''[AM4') - A'(e) JN:^'> (9) m;'-^ Wrf8rf+ 



et avec cette valeur, la double série (26), mise soos la forme 



n=x> s=M^ 



(3,) ♦(«,p) = 2 (2r<-X'^«)Mi-^(P)) 



luso sz=e^ 



donnera le développement de Tune quelconque dés quatre 
parties de la fonction f (a, p) ou /(a, j3) (23), à Taide des 
fonctions inverses des transcendantes a et |3. Les facteurs 
N, M, de chaque terme de la série (3i) sont deux poly- 
nômes de degré n, composés de la même manière, le 
premier en (A, B, C), le second en (Ai, Bi, Ci), sous Tune 
des formes (18), la même pour tous les termes. Le sigma 
principal embrasse tous les entiers pairs ou tous les entiers 
impairs compris entre zéro et Tinfini. Les indices du sigma 
subordonné supposent que, pour chaque valeur de n , les 
/»' + 1 racines , toutes réelles , et rangées par ordre de 
grandeur, de la seule des quatre équations en z qui soit em- 
ployée, sont désignées par Zo, Zi, z^, ^sv**) ^n''^ îls indi- 
quent que ce sigma comprend les n'+i termes correspon- 
dants à ces racines; Tentier n^ prend les huit valeurs 

n n — 1 n — i n — 2 n — i n — 2 n — 2 n — 3 

— 5 9 > î et 9 > î » 

2222 2222 

quand la formule (3i) est successivement appliquée aux sé- 
ries partielles de f (a,^), et à celles dey (a, (3) (23). 

§ CCIX. 

PREMIÈRE FORME DE LA SOLUTION. 
Si Ton désigne par R, (7) le€acteur en y de la fonction 
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îsoiherme qui a donné la partie variable de chaque terme 
du développemenl (3i), il faudra diviser le coefficient 

r^"^(3o) par R^"^(yo)^ pour en déduire le coefficient du 

terme ayant les mêmes indices, dans celle des séries (20) à 
laquelle répond ce développement; terme qui contiendra 

en outre le facteur R^"^(y). Autrement, si Ton donne à 
chaque terme du développement (3i), le nouveau facteur 

—rr: î on obtiendra une des huit séries partielles de 

V {10). Toutes CCS séries seront donc complètement déter- 
minées, en prenant successivement pour 4>, sous les inté- 
grales doubles, les quatre valeurs ( 23 ), exprimées par les t , 
puis par les fi] fonctions partielles dont la formation ^ à 
l'aide des fonctions données F et J , a été suffisamment in- 
diquée au § 206. 

§ ccx. 

SECONDE FORME DE LA SOLUTION. 

Celte première forme de la solution complète du pro- 
blème proposé a l'avantage de montrer de quelle manière se 
compose, avec les températures données, chacune des huit 
séries partielles de la fonction V (20) ; mais on peut don- 
ner à cette solution une seconde forme plus concise , et qui 
la rapproche de celle de la sphère. Les éléments des inté- 
grales doubles qui composent le coefficient r^"^(3o)sont 

des fonctions paires en a et en jS -, on peut donc étendre les 
limites des deux intégrations de — tr à -f-cj, de — o' à 
-h n#', ce qui ne fera que quadrupler à la fois le numérateur 
et le dénominateur. Alors on pourra ajouter à4>, qui est une 
des quatre parties ( 26) de f ou de/*, lès trois autres parties 
de la même fonction ; car elles disparaitroni d'elles-mêmes 

20 
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par la double înlëgraliun . comme u'ajoulaDi à l'clémeiit 
ffoe des fonctions impaire:^, soit eo a . soit en ^, soit en 2 et 

en â. De là résoltera qne le coefficient F/ aora la même 

forme ponr les «piatre dëreloppements partiels (pS) de la 
même fonction f (2. ^ ) on y (2. S). Oo est ainsi conduit 9 
la solution sniTante : 

Conservant les lettres N. M ponr désigner les facteurs des 
deux premières formes (18), soient représentés par X% 01c 
ceux des deux dernières, quelle qne soit d'ailleurs la parité 
de l'entier /i; le< déreloppements ( i3\ s'écriront ainsi : 



l32, 






les valeurs générales des coefficients seront 

r " /'^°f(».P)(AÎ-A»)NIIrf«rfp 

^fm) •/— c' •/— or 

Ij =, ; y 

I^H.„ r'*'*'/( ., p) (A: -a») X3II dadp 
I I (A^ — AMJC.'3ft*^arfp 

et, si Ton désigne par R et A, les facteurs en y conjugués de 
ceux N et 0^ en a , M et ^^It en |3, la foncUon cherchée V 
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prendra la forme 



n=oo 



(34) V=2[2;Gr' ||l|M(p)N(«)+2yi-> J^.,C(P)^{«)] 



11=0 



on les deux sigmas subordonnés se partagent les 2n-hi 
fonctions isothermes , correspondant à toute valeur de n ; 
chacun d'eux employant les racines de deux des quatre 
équations en z. 

§ CCXI. 

NOUVELLE SOLUTION POUR LA SPHÈRE. 

Dans Texeniple IV, qui concerne la sphère, si les tem- 
pératures fixes de la surface étaient données par une fonc- 
tion compliquée delà longitude et de la latitude, et au 
contraire par une fonction simple des (réordonnées (a, j3) 
du système général défini au §103, il serait préférable 
d'exprimer la température V dans ce même système. Cette 
nouvelle forme de la solution pour la sphère se déduit de 
celle (34) pour Tellipsoïde à trois axes, en remplaçant les 

facteurs en y par { - ) » ce qui donne immédiatement 



fl=QO 



(35) v= 2 [ 2^'"' ^ w M (p) + 2ft'"' ^ («) ^ (P)] (;)"' 



n=o 



d'après le procédé de transformation tant de fois employé 
et que trace le § 103. 

En réalité, le groupe [(3a), (33)] donne une infinité 
de développements différents, qui appartiennent respec- 
tivement à toutes les valeurs possibles du module k, La 
série V (34) est exclusivement fondée sur celui de ces déve- 
loppements qui correspond àrellipsoïde considéré. Mais la 

20. 
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série V (35) peul les employer tous successivemeul^ et s'il 
s'agit de la même sphère, des mêmes températures fixes à 
sa surface, données par des fonctions f et/ différant avec le 
module ou avec le système des fonctions inverses, l'identité 
nécessaire de toutes ces expressions de V exige que la paren- 
thèse qui multiplie I - | ait identiquement la même valeur 

dans toutes les séries. Ce qui conduit à des relations entre 
les fonctions isothermes des divers systèmes ellipsoïdaux; 
relations que la sphère, ou l'asymptote commune à tous ces 
systèmes, devait et pouvait seule établir. 



SL'R LES FONCTIONS INVERSES, ETC. 3o9 



VINGTIÈME LEÇON. 

Propriétés de la solution trouvée pour le cas de l'ellipsoïde à trois axes. — 
Surfaces isothermes algébriques. — Classement des développements en 
séries. — Questions relatives aux fonctions isothermes du système ellip- 
soïdal. 



§ CCXII. 

PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES. 

L'objet de cette dernière leçon est de signaler les pro- 
priétés caractéristiques et distinctives des développements 
en séries appartenant au système ellipsoïdal. Voici d'abord 
la plus remarquable. 

Si l'on rapproche les formules (20) du § 167, qui expri- 
ment les coefficients généraux des développements en sé- 
ries, relatifs à la sphère et aux ellipsoïdes de révolution, 
des formules (33) du § 210, qui donnent les coefficients des 
séries relatives à Tellipsoïde à trois axes; on remarque que 
dans les premières le dénominateur est le produit de deux 
intégrales définies simples, qui sont o)^, c'est-à-dire tt ou 

-î et /?;"' dont la valeur (3i), §171, est un produit de frac- 

tions numériques*, que dans les secondes le dénominateur 
est exprimé par une intégrale définie double, qui n'est pas 
le produit de deux intégrales définies simples. Tout porte- 
rait à penser que l'intégrale double, dont il s'agit, doit s'ex- 
primer à l'aide des deux nombres cr et o', au lieu de tt. Or 
il n'en est pas ainsi 5 car, comme on va le voir, le nouveau 
dénominateur n'introduit aucun nouveau nombre trans- 
cendant : il est définitivement égal à tt ,' multiplié par une 
fonction rationnelle et entière du module h et d'une des ra- 
<ines z. Cette forme imprévue, ce retour inespéré au seul 



i 
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nombre n, cette espèce de refus d'ameuer de nouvelles 
complications, constituent le caractère le plus important 
de la solution générale qui nous occupe. 

§ œxiii. 

FORMULES DE RÉDUCTION IDENTIQUES. 
Soit proposé d'évaluer Tintégrale définie double 



(0 



o •/o 



dans laquelle A, et „Xi sont des polynômes identiques, Tun 
en A*, l'autre en A*. Le produit A Ai Aj est une fonction 
isotherme du système ellipsoïdal, laquelle correspond k 
n=i et à la racine ^ = i ; substituant ces valeurs de n et z, 
et remplaçant N par A, M par At dans les premières for- 
mules du § 207, il vient 

(2) ' 



{'ip = {^-^*')^>—K. 



équations différentielles dont rétablissement direct est 
d'ailleurs facile. Maintenant, /étant un entier positif quel- 
conque, multiplions respectivement les équations (2) par 

A'*"*"* doLj et par A^'"*"* d^-^ intégrons entre les limites^ o 

et CT de a , et o et u' de (S ; les premiers membres seront , à 
l'aide de l'intégration par parties, 
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Or on a, d'après les tableaux (5) et (6) du § 37, 

(4) < 

d'où il suit que les parties intégrées des expressions (3) 
s^ évanouissent aux limites des intégrations : la première, 

pour a = G par A , et pour a = rj par B facteur de I -r— ] ; 

la seconde,, pour |3 = o par Bi, et pour j3 = cj' par Ct^ tous 

deux facteurs de -r^- Substituant alors sous les intégrales 

définies. (3) les valeurs (4) des carrés des dérivées; égalant 
aux intégrales des seconds membres (2) , et réunissant, on 
«n, entre o et cr pour a , entre o et ci' pour j3 , 

formules de réduction identiques. 



§ CCXIV. 

FORMULES GÉNÉRALES D'INTÉGRATION. 
Avi?o ces formules (5), si l'on pose 

(6) f' A^dy. = ro, f Aîr/p=w', 
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on aura d'abord, pour i = o, 

puis, faisant successivement /= i, 2^ 3,..., et substituant 
à chaque fois, dans les seconds membres, les résultats pré- 
cédemment obtenus, on arrivera toujours à des couples de 
valeurs ayant la forme 

où, rentier/ étant le même dans les deux équations, gel h 
seront les mêmes fonctions entières de A*. 

Par ee premier théorème , et d'après Tidentité de forme 
des polynômes Jlo et X^ , on aura 

car les premiers membres seront des sommes identiques, ou 
avec les mêmes coefficients, d'une suite d'intégrales défi- 
nies des formes conjuguées (7) -, et G, H seront les mêmes 
fonctions de h^ et des coefficients des («ll>, Jio|), dans les deux 
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équations (8). On aura pareillement 

Xcr 

(9) { \, 

^ et £ étant d'autres fonctions entières de Ar* et des coeffi- 
cients des (jio9 Xi)j qui seront encore les mêmes dans ces 
deux équations (9). 

§ ccxv. 

DISPARITION DES NOMBRES TRANSCENDANTS. 

Or, si l'on retranche du produit de la seconde (9) par 
la première (8), le produit de la seconde (8) par la pre- 
mière (9)91! vient 

f f''(A] — A») Jl,Jl,»rf«rfp = (SG — gH) («'fj — ww'), 
€/o •/o 

et puisque 

Jf*vs' pvt 
I I (a; — A»)</arfp = -, 
Jo ^ 

d'après le § 104, on peut écrire plus simplement 

(10) i / (A; — A»)Jl>JL,rfarfp = 7r.r, 
t/O J o 

r étant une fonction entière de A* et des coefficients des 
polynômes (JU, Xi). 

Sous les intégrales doubles qui servent de dénominateurs 
aux valeurs ( 33 ) du § 210 , les produits N* M% X" 3Tt« ont, 
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dans tous les cas, la forme supposée du produit Xa^,. Donc 
(ihacun de ces dénominateurs sera, d'après la formule (lo), 
le produit de tt par une fonction entière du module A et 

d'une racine z. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi, par la double intégration et par la forme du facteur 
(AJ*— A') dad^^ le dénominateur du coefficient général, 
dans le développement en série appartenant au système 
ellipsoïdal , se trouve dégagé , non-seulement des nombres 
transcendants xj et cr', mais aussi des autres nombres (à et 
od' (6), qui appartiennent aux transcendantes elliptiques de 
seconde espèce. Fait analytique très-digne d'être signalé, et 
qui pourrait, à lui seul^ expliquer la forme essentielle de la 
solution trouvée. 

§ CCXVI. 

LIMITES DES COORDONNÉES (a, p, 7). 

Le but principal des dernières leçons était de constater 
que les fonctions inverses (A,, B,, C,) jouissent de la pro- 
priété de composer des séries capables de représenter des 
fonctions données , aussi bien que les sinus et cosinus. Ce 
but est atteint et même dépassé, car il eût suffi d'établir 
une seule de ces séries nouvelles. On pouvait supposer, par 
exemple , que les températures fixes à la surface de l'ellip- 
soïde étaient distribuées symétriquement, et de la* même 
manière, sur les huit triangles curvilignes découpés par les 
plans orthogonaux des sections principales. Ce qui eût ré- 
duit la fonction V (20) du §204 à sa première série par- 
tielle, et le développement (3 1) du § 208 à celui delà fonction 
paire en a et en |3, représentant à elle seule toutes les tem- 
pératures données. Mais en restreignant ainsi la question 
posée dans le dernier exemple, comme dans le troisième 
concernant le prisme rectangle, on passait sous silence une 
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circonstance remarquable que présente Temploi des coor- 
données thermométriques (oc, |3, y). 

Quand il s'agit de la sphère ou des ellipsoïdes de révolu- 
tion^ en faisant varier Tangle azimutal des plans méridiens 
de o à 2 TT , et |!x de — i à -h i , on atteint tous les points de 
la surface du corps sans faire intervenir la troisième coor- 
donnée. Quand il s'agit de Tellipsoïde à trois axes , les li- 
mites naturelles des coordonnées, qui suffisent pour assigner 
tous les points de l'espace , sont -^ cj et H- o pour a , — ij' 
et 4- c^ pour j3, — xs et + u '^our y. Faut - il troubler 
cette symétrie, qui s'accorde si bien avec celle des fonctions 
inverses et celle des fonctions isothermes, afin de pouvoir 
représenter tous les points de la surface du corps à l'aide 
de deux coordonnées seulement , en faisant varier a de o à 
4 CT et |3 de — c/ à H- ny', ou bien a de — u à -1- cr et (3 de o 
à 4 ^j et n'admettant que des valeurs positives de y? Alors 
lequel choisir des paramètres a et (3 pour l'assimiler à la 
longitude? 

Il était utile de montrer comment on évite ce trouble et 
ce choix embarrassant : les §§ 205 et 206 développent la 
méthode qu'il faut employer pour cela. Il est d'ailleurs évi- 
dent que si l'on adoptait une autre méthode ou d'autres 
limites des variables, lors des doubles intégrations, les va- 
leurs numériques des coefficients seraient identiquement les 
mêmes; car, "quel qu'il soit, le procédé d'élimination qu'on 
emploie pour isoler chaque coefficient ne peut altérer la 
seule fonction V qui remplira toutes les conditions impo- 
sées. 

Si Ton considère le^ variables dans cette fonction même, on 
remarque d'abord que la valeur absolue de y, paramètre des 
ellipsoïdes isothermes , ne peut dépasser yo qui appartient à 
la surface du corps , autrement la série V deviendrait diver- 
gente. Quant aux paramètres a et j3, ils n'ont pas de limites 
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nécessaires; mais s'il arrive qu'une suite de valeurs don- 
nées à l'une de ces deux variables répondent au même 
point du solide, il faut que la fonction V soit la même pour 
toutes. Or le système des coordonnés thermométriques 
(a, P, y) est tel, qu'on revient aux mêmes points en aug- 
mentant a de 4 ^ ou /3 de 4 c/9 on pouvait donc prévoir que 
ces variables n'entreraient dans V que sous les fonctions in- 
verses (A , B, C), (A,, Bi, Cl). 



§ ccxvu. 

SURFACES ISOTHERMES ALGÉBRIQUES. 

Les surfaces isothermes, que Ton obtient en galant à des 
constantes les 2/1+1 fonctions isothermes de deg;ré/i du 
système ellipsoïdal, sont toutes des surfaces algébriques. En 
effet, les fonnules de transformation (3) , § 81, donnent 

kx 
AAi A j = — » 
c 

(II) <■ BB.B,:^— ■^, 

c 

CCi Cj =^ — > 

c 

et les A* étant lés trois racines de Téquation ' 



x'^ y z^ 



a; a; — a^ a; — I 



c 



7 



J 



qui est, en la développant 






c"" / ' c' 



SrR LES FONCTIONS INVERSES, ETC. ilj 

on a les relations connues 

(12) / a; a^h-a: a^+a^a; = k^-^ (i4^).r»4.r'-h ^'z' 



c' 



A»A A! = 



C2 



d'où résulte, comme l'on sait, que toute fonction symé- 
trique ^de (A*5 A] ^ Al) sera exprimable algébriquement 
à l'aide des seconds membres des équations précédentes. 

Or, en supprimant les facteurs constants, les quatre 
formes (17), § 198, des fonctions isothermes du système 
ellipsoïdal, exprimées en (Xjj^ -z), seront, d'après les rela- 
tions (11) : la première une fonction ^, multipliée par x 
si n est impair, par l'unité s'il est pair 5 la seconde une fonc- 
tion ^, multipliée par ary si n est pair, par y seul s'il est 
impair-, la troisième une fonction ^, multipliée par xz si n 
est pair, par z seul s'il est ipoipair -, enûn, la quatrième une 
fonction ^multipliée par xyz si n est impair, parj^z seule- 
ment s'il est pair. Toutes ces fonctions isothermes seront 
donc algébriques en {.^,X, ^)? et de plus rationnelles et 
entières. 

Ainsi , dans le système des coordonnées ellipsoïdales et 
tliermométriques (a, |3, y), qui sont transcendantes, les 
fonctions isothermes s'expriment algébriquement; et, dans 
le système des coordonnées reclilignes et thermométriques 
(a:,7,z), qui sont algébriques , les fonctions isothermes 
sont transcendantes. Cette réciprocité n'est-elle que cu- 
rieuse ? Ne serait-elle pas Tindice d'une loi générale ? Quoi 
qu'il (Bn soit, elle sépare très-nettement les développements 
en séries appartenant aux systèmes ellipsoïdaux , y compris 
la sphère et les ellipsoïdes de révolution, de ceux qui con- 
cernent le prisme rectangle, elles polyèdres en général. 
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§ CCXVIII. 

CLASSES DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 

Il existe une autre différence caractéristique, entre ces 
deux classes de développements en séries. Dans celle qiii 
provient du prisme rectangle , il n'y a réellement que des 
développements simples ou d'une seule variable, qui, par 
leur superposition, soit successive dans un ordre indiffé- 
rent, soit simultanée, conduisent aux développements des 
fonctions de plusieurs variables, comme on Ta vu dans 
l'exemple m. Le théorème fondamental (9), § 155, qui suf- 
fi ta tous y consiste en ce que, X et X' étant des facteurs 
d'une seule variable , pris dans deux fonctions isothermes 
différentes, leur produit, multiplié par la différentielle de 
la variable, ou par l'élément linéaire, puis intégré entre 
les limites de cette variable , donne une intégrale définie 
simple, qui est identiquement nulle. 

Dans la classe provenant de l'ellipsoïde à trois axes, les 
développements sont essentiellement à deux variables a. 
et |3. Le théorème fondamental consiste en ce que, NM et 
N' M' étant les produits partiels des facteurs en a et en |3, pris 
dans deux fonctions isothermes différentes , leur produit to- 
tal, multiplié par (AJ — A') dcn dfi , ou par Télément de 
surface de la sphère de rayon i, § 104 , puis intégré entre 
les limites des deux variables, donne une intégrale définie 
double, qui est identiquement nulle. 

§ CCXIX. 

EXCEPTION RELATIVE AU SYSTÈME SPHÉRIQUE, 

Les cas extrêmes de la sphère et des ellipsoïdes de révolu- 
tion font exception. Les développements en séries qui en 
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proviennentnesontque la superposition du développement 
simple dû au prisme rectangle, qu^ntrodi^it la famille iso- 
therme des plans méridiens , et du développement , simple 

^ussi, en série des fonctions Pj"^ (/jt). Pour ce dernier, le 

théorème fondamental consiste en ce que , P et P^ étant deux 
facteurs en fx seul , pris dans deux fonctions isothermes dif- 
férentes, mais correspondant au même entier /, leur produit, 
multiplié par d^fx, puis intégré de — i à -|-i, donne une 
intégrale définie simple , qui est idenliquemeut nulle. 

Il faut remarquer que cette superposition , quand elle est 
successive, doit se faire nécessairement dans Tordre de 
l'exemple IV, On ne pourrait pas finir par le développement 
en cos l^ et en sin l^ et commencer par le développement 

en PJ"' (f*) 7 à moins que le nombre /ne fut nul , mais alors 

la fonction à développer n'aurait d'autre variable que fx. Il 
serait au contraire impossible de développer cette fonction , 
si elle ne contenait d'autre variable que Tangle azimutal 
des plans méridiens. 

Quand la superposition est simultanée , le théorème fon- 
damental est celui-ci : les produits partiels "P^f^ [(i) Q (/(p) , 

P^" ^ (l^) Q C 4^ ) > différant par l'un des indices / et n , ou 

par les deux à la fois, leur produit total, multiplié par dfi d^^ 
ou par l'élément de surface de la sphère de rayon i , puis 
intégré entre les limites de fx et de ^ , donne une intégrale 
double y qui est identiquement nulle. C'est exactement la 
loi du système ellipsoïdal. 

Ainsi, pour isoler le coefficient général de la double série, 
si l'on emploie la superposition successive, l'ordre de suc- 
cession n'est pas indifférent , comme dans le système des 
coordonnées rectilignes *, et si Ton emploie la superposition 
simultanée, c'est comme si l'on appliquait la méthode de 
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r ellipsoïde à trois axes. L'exception est donc fort incom- 
plète, et Ton pcpt dire que les développements en séries, 
provenant de la sphère et des ellipsoïdes de révolution, ap- 
partiennent beaucoup plus à la seconde classe qu'à la pre-» 
mière. On reconnaît facilement que la méthode d'élimi- 
nation, si fréquemment employée par Laplace dans la 
Mécanique céleste^ se ramène à celle de la superposition 
simultanée. 

§ CCXX. 
QUESTIONS SUR LES FONCTIONS ISOTHERMES. 

Les fonctions isothermes du système ellipsoïdal pour- 
raient-elles s'exprimer par les produits des fonctions in- 
verses de certains multiples des transcendantes (a, |3, y), 
appartenant au module A ou à un autre, avec ou sans addi- 
tion de complémaits constants? Cette cjuestion a été agitée 
par plusieurs géomètres et entre autres par Jacobi. Diverses 
observations paraissent conduire à une réponse n^ative; 
telles sont les deux suivantes : 

I. Si la forme présumée existait, elle se retrouverait 
dans les deux systèmes des ellipsoïdes de révolution et dans 
le système sphérique ; le facteur relatif à Tangle aûmutal 

a, U est vrai, la forme cherchée^ mais la fonction ^'^ de 

Tellipsoïde planétaire, Pj*^ de rellipsoïde ovaire, ou P (p) 

de la sphère, ne Ta pas et ne saurait la prendre : car cette 
fonction n'est pas égale généralement au sinus on an cosi- 
nus d^un multiple de la latitude. 

IL Si tout facteur des fonctions isothermes de rellip- 
soïde était une fonction inverse, appartenant an module k 
ou à un autre, de la transcendante multipliée par nn nombre 
constant ^ les si^Iulions générales des problèmes de la mol- 
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tiplicatiou et de la transformation des transcendantes ellip- 
tiques, montrent que ce facteur ne pourrait s'exprimera 
Taide des (A,-, B^, C.) que par une fraction algébrique; et 
les facteurs qu'il s'agit d'interpréter sont essentiellement 
dépourvus de tout dénominateur variable. 

Tout porte donc à considérer les fonctions isothermes du 
système ellipsoïdal, et leurs facteurs, comme des fonctions 
nouvelles, ou différant de celles qui ont été découvertes et 
étudiées par Jacobi. Quoi qu'il en soit, ces fonctions sont 
clairement établies par le problème de physique mathéma- 
tique qui les a signalées, et dont elles expriment la solution. 
Cette origine même est leur définition physique. On recon- 
naît aussi leur définition géométrique dans je nombre infini 
de familles de surfaces isothermes algébriques , dont elles 
assignent les formes et les propriétés. Ont-elles encore une 
troisième définition, appartenant à la théorie pure des 
transcendantes elliptiques? Question épineuse et difficile, 
que le digne émule d'Abel et de Jacobi , dans la découverte 
des lois analytiques qui régissent les fonctions inverses, 
pourrait seul résoudre. 
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